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Abstract

This thesis deals with the ability to recognize analytic discrete objects. The proposed method is 

based on changes adapted to a multiscale and noisy picture environment by taking the characteristics of 

analytic hyperplanes and hyperspheres into account. For this reason an analysis of discrete contours 

representing models and a  set  of Hough Transform based methods were shown with sometimes a 

descriptive view or sometimes a critical  view for further researches. Hough Transform is a classic 

method of shape recognition in noisy picture based on an image space and parameters space. Martine 

Dexet, in her thesis in 2006, proposed an extension of this method by using hyperplane recognition. In 

this thesis, we extend Martine Dexet’s works to propose a definition of the dual of some geometric 

shapes resulting in a problem of linear programmation and to establish  the intersection of analytic 

hyperplanes. Then, we give an application of the Generalized Bisector for the recognition of analytic 

arcs  and  analytic  circles. Finally,  we  establish  a  new method  of  analytic  line  recognition  by  the 

definition of Hough Transform Standard.

keywords : digital geometry, Hough transform, generalized bisector, reconstruction
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Résumé 

Cette thèse porte sur la reconnaissance d'objets discrets analytiques. La méthode proposée est 

basée sur des transformations analytiques adaptées à une image bruitée et multiéchelle, par la 

prise en compte des caractéristiques des hyperplans et des hypersphères analytiques. Pour cette 

raison,  une  analyse  des  modèles  de   répresentation  des   contours  discrets   et  un   ensemble  de 

méthodes basées sur la transformée de Hough ont été exposés avec un regard tantôt descriptif, 

tantôt critique pour entrevoir des pistes de recherche. La transformée de Hough est une méthode 

classique de reconnaissance de formes dans une image bruitée basée sur un espace image et un 

espace de paramètres. Martine Dexet a proposé une extension de cette méthode, en s'intéressant 

à la reconnaissance des hyperplans analytiques dans sa thèse en 2006. Dans ce sens, cette thèse 

étend d'abord les travaux de Martine Dexet et propose une définition du dual de certaines formes 

géométriques qui se ramène à  un problème de programmation linèaire, ainsi que l'analyse de 

l'intersection   des   hyperplans   analytiques.   Cette   thèse   fournit   ensuite   une   application   de   la 

médiatrice généralisée dans le cadre de la reconnaissance des arcs ou des cercles analytiques. 

Enfin,   il   est    également  établi  dans cette  thèse,  une nouvelle  méthode de  reconnaissance  de 

droites analytiques qui s'appuye sur la définition de la transformée de Hough Standard. 

Mots clés : géométrie discrète, transformée de Hough, médiatrice généralisée, reconstruction.
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Introduction générale

L’image numérique est utilisée pour analyser un phénomène,pour prendre une décision dans des

domaines comme l’imagerie médicale, la cartographie, la géologie et l’agronomie. Dans cette optique,

l’image numérique contient des informations variées qu’ilest nécessaire de traiter en vue de mettre en

lumière certaines caractéristiques des données utiles pour l’analyse, l’interprétation et la décision. A

titre d’exemple, en imagerie médicale, nous pouvons être intéressés par certaines formes ou certaines

colorations apparaissant dans une image dans le but de détecter une tumeur. En radiographie, nous

obtenons des images montrant des parties du corps humain tels qu’un bras, une jambe, en vue de

détecter une fracture ou plus généralement une maladie. De même, en cartographie, la détection des

routes du réseau routier[120], correspond à la reconnaissance de droites discrètes parallèles dans des

images aériennes. Enfin, en agronomie, nous avons besoin d’extraire des informations sur les limites

des surfaces cultivées, de calculer des aires et de reconnaître un cours d’eau.

Ces images numériques acquises par divers capteurs, peuvent contenir également des objets qui

ne sont pas bien représentés à cause de l’environnement naturel et de la résolution des capteurs. Cela

nécessite de faire des traitements d’amélioration de la qualité des images numériques et d’extraction

d’objets particuliers. L’objectif de notre étude est d’analyser les images pour les rendre plus nette ou

plus précisément la reconnaissance de formes géométriquesà l’aide de transformations adaptées à

une image bruitée et multi-échelle. Une image bruitée est une image où l’intensité des éléments struc-

turants a été modifiée par un élément extérieur comme l’environnement naturel et les capteurs. Une

image multi-échelle est une image où les éléments structurants[41] sont représentés à des résolutions

différentes. Plusieurs techniques de découpage du plan ou de l’espace, telles que les transformations

quasi-affines[80, 81], le diagramme de Voronoï[83], la triangulation de Delaunay[83], les arbres kd-

tree[41] ont été proposées pour représenter les éléments debase d’une image dans ce sens.

Il apparaît alors essentiel d’établir des modèles des objets à détecter, qui prennent en compte une

description des bruits apparaissant dans les images numériques. Dans ce sens, la géométrie discrète
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Introduction générale

[122, 113]apporte une base de concepts s’inspirant de la géométrie euclidienne. Plusieurs modèles

ont été définis notamment les hyperplans et les hypersphèresanalytiques[15, 86, 113]. Plusieurs ap-

plications de ces modèles ont également été faites en visualisation[103], en imagerie médicale[104],

en chirurgie assistée par ordinateur[105], en tracé de rayon discret[106] et en tracé de courbe dis-

crète par simulation [107]. Marzieh. Savoj et al.[110] ont également réalisé une localisation de l’iris

utilisant le modèle de cercle discret.

De plus, la définition de méthodes est nécessaire pour aboutir à la reconnaissance de ces objets.

En 1962, Paul Hough[20] a introduit une méthode appelée la transformée de Hough, définie dans

un espace continu. Elle a été adaptée à l’espace discret pourpermettre la reconnaissance de droites

discrètes[97] dans une image bruitée. Pendant plusieurs années, les chercheurs ont établi plusieurs

variantes[2, 3, 5, 72, 8, 13, 17, 22, 23, 24, 25, 26, 43, 44, 69,98, 112, 120] de cette méthode. Notam-

ment, elle a été utilisée en vue de résoudre la reconnaissance d’autres formes comme le cercle[13, 72,

127], l’ellipse[22, 23, 24, 25, 76] et des formes quelconques[4][5]. Certaines methodes[69, 99, 100,

101] proposent une optimisation de la complexité temporelle, de la mémoire requise et une améliora-

tion de la détection.

Pendant longtemps, la technique utilisée pour adapter la transformée de Hough à l’espace discret

a été la quantification de l’espace de paramètres[125]. Un panorama de la transformée de Hough a

été établi par Henri Maître[9]. En 2006, Martine Dexet dans sa thèse[1] a étendue la transformée

de Hough, en proposant des méthodes analytiques non basées sur la quantification de l’espace de

paramètres, permettant la reconnaissance des droites discrètes naïves et standard.

Dans cette thèse, nous nous penchons sur les aspects suivant:

– Quels sont les éléments de description de contours discrets notamment d’une droite bruitée, d’un

cercle bruité ?. Quelles sont les méthodes de reconnaissance de formes géométriques ? Comment

étendre les algorithmes d’approximation polynomiale de Lagrange et Newton[133] pour obtenir

une méthode de reconstruction polynomiale?

– Martine Dexet a introduit une notion de dual dans sa thèse [1]. Comment appliquer ce dual à

d’autre formes géométriques pour obtenir la reconnaissance d’autres droites analytiques dis-

crètes ? Comment étendre ce dual pour déterminer l’intersection des droites analytiques dis-

crètes ?

– Comment établir la reconnaissance du cercle analytique discret et plus généralement de l’hyper-

sphère analytique ?

Abdoulaye SERE -5- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Introduction générale

– Comment établir la reconnaissance des droites discrètes analytiques 2D avec la transformée de

Hough standard[7] ?

Le présent document est composé de quatre chapitres :

– Le premier chapitre fait un état de l’art des éléments de description d’un contour discret, des

transformations adaptées à la reconnaissance de droites discrètes, de cercles discrets dans un

environnement bruité, avec un regard critique de temps à autre pour dégager des pistes de re-

cherches. Certaines pistes de recherche seront étudiées brièvement dans le deuxième chapitre,

d’autres par contre constitueront le troisième et le quadrième chapitre ;

– Le deuxième chapitre définit notre conception d’une forme discrète bruitée. Il présente notre

apport en terme d’extension du dual d’un pixel, en déterminant le dual de certaines formes

géométriques dans le cadre d’autres grilles nécessaires ensimulation ou en tracé de rayons. Ce

chapitre propose une méthode de reconnaissance d’intersection d’hyperplans analytiques.

– Le troisième chapitre présente une application de la médiatrice généralisée, pour assurer la re-

connaissance de cercles analytiques, des hyperpshères analytiques discrètes. La section 3.2 de

ce chapitre a été l’objet d’un article accepté par la conférence internationale Comp’Image 2010

[126] ;

– Le quadrième chapitre réalise une extension de la transformée de Hough standard, dans le cadre

de la reconnaissance de droites analytiques discrètes. Ce chapitre a été l’objet d’un article ac-

cepté par la conférence internationale SETIT 2012 et publiéà l’International Journal of Advan-

ced Computer Science and Applications (IJACSA)[31].

La figure 1 montre l’organisation des chapitres et des liens qui existent entre eux. Elle représente

un chapitre par un rectangle, une grande idée correspondantà un grand axe par une ellipse

colorée.
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(a) Chapitres (b) Légendes

FIGURE 1 – Organisation des chapitres
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1.1 Introduction

Ce chapitre présente un état de l’art des modéles d’une courbe et d’une surface discrète.

Ce chapitre fait également le point sur la transformée de Hough adaptée à la reconnaissance des

droites discrètes et des cercles discrets dans une image bruitée. Les limites de ces méthodes sont

8
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également présentées.

Dans la section 1.2, nous commençons par décrire les étapes de la reconnaissance de formes, avant

de présenter dans la section 1.3 des modèles de contours discrets et de terminer par des méthodes de

reconnaissance de formes dans la section 1.4.

1.2 Etapes de la reconnaissance de forme

Une image numérique est une image binaire obtenue par diversprocédés d’acquisition : cela peut

se faire à l’aide de capteurs tels que les appareils photonumériques et les camescopes ou, par une

synthèse d’images avec des logiciels de traitement d’images.

La figure 1.1 montre un schéma décrivant les étapes de la reconnaissance de formes : l’acquisi-

tion, la détection de contours et la reconnaissance de formes géométriques. Cela met en évidence

l’importance du choix des outils nécessaires pour réaliserles traitements à chacune de ces étapes.

(a) (b) Légendes

FIGURE 1.1 –Étapes de la reconnaissance de formes

Les phénomènes comme le vent, le brouillard, la pluie, la résolution peuvent altérer la qualité

des images. Certains phénomènes sont illustrés en annexe. L’identification d’une forme géométrique
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dans une image nécéssite l’établissement des invariants decette forme. Quels sont les modèles de

description d’une courbe ou d’une surface discrète ? C’est l’objet de la section suivante.

1.3 Concepts de formes discrètes

La forme est une caractéristique d’une image. La modélisation de la forme est nécéssaire pour

permettre la reconnaissance.

Une image numérique est constituée de points lumineux qui forment une certaine structure per-

mettant de distinguer des sous-ensembles d’images.

En géométrie euclidienne, un plan est composé d’un ensembleinfini de points continus en dimen-

sion 2. Une image numérique est une partie d’un plan.

Définition 1. (Densité d’une image) La densité d’une image numérique définit le nombre de points

lumineux sur une surface donnée.

De plus, la définition d’une résolution et de la taille d’une image conduit à un ensemble fini de

points lumineux.

La géométrie discrète fournit une base de modèles pour l’étude et la manipulation des images

numériques. La définition de ces modèles permettra également d’établir des algorithmes de transfor-

mations.

Quels sont les modèles de description d’une image numérique? quel est l’impact des modèles de

description ?

1.3.1 Espace discret et pavés

La géométrie euclidienne1 fournit une base d’axiomes qui constitue une base d’étude dela géomé-

trie discrète2, aboutissant à des lois propres au discret. L’espace discret comme l’espace euclidienRn

peut également être vu sur plusieurs dimensions 2, 3, n engendrant des définitions et des propriétés.

1. L’étude des éléments géométriques tels que les points, les droites, les plans, les relations entre eux ont été introduits
pour la première fois par Euclide dans son livre célèbre “Elements” du troisième au quatrième siècle avant Jésus Christ.D.
Hilbert(1862-1943) dans “les fondamentaux de la géométrie” a établi des axiomes de la géométrie euclidienne. D’autres
axiomes de la géométrie euclidienne ont été établis par G.D.Birkoff(1884-1944) et H.Weyl(1885-1955) en 1917[123].

2. La géométrie analytique étudie les objets géométriques en utilisant le système de coordonnées[123].

Abdoulaye SERE -10- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Chapitre 1 : Contours discrets et transformations analytiques

Espace discret

L’espace discret se déduit de l’espace euclidien par la définition :

Définition 2. (Espace discret)Un espace discret est un sous-ensemble de points isolés de l’espace

euclidienRn.

L’espace discret est un modèle associé à une image numérique. Tout traitement défini sur l’image

correspond à un traitement sur le modèle, l’espace discret.En analyse d’image par ordinateur, nous

travaillons avec des images discrètes de taille finie, l’espace discret est borné. L’analyse de l’image à

l’aide d’autres modèles comme les graphes[74] est possibleen perspective. La figure 1.2 montre un

plan composé de pavés rectangulaires et d’objets continus en dimension 3, générés avec le logiciel

POV-RAY3
.

FIGURE 1.2 – Plan et espace (Image générée avecPOV-RAY)

Les notions d’espace et de pavé sont liées. Un pavé est un sousensemble d’un espace.

Définition 3. ( Pavé) Un pavé est un composant élémentaire d’un espace.

Tandis que l’espace est une partie pavable.

Définition 4. (Partie pavable deR2[124]) Une partie pavable deR2 est toute réunion d’un nombre

fini de pavés fermés et bornés deR2.

Cette conception d’une partie pavable peut s’appliquer àRn.

Nous associons à la notion de point lumineux de l’image, la notion de point discret ou de pavé

comme étant son modèle.

3. POV-RAY : Persistence of Vision Ray-Tracer (POV-Ray). POV-RAY est un logiciel de synthèse d’images.
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Les figures 1.3a, 1.3b et 1.3c montrent respectivement des pavés non uniformes hexagonaux, des

pavés triangulaires imbriqués et des pavés parallélogrammatiques4.

(a) (b) (c)

FIGURE 1.3 – Pavés non uniformes

Ils existent deux groupes de pavés : lorsque les pavés ne sontpas uniformes c’est à dire qu’ils n’ont

pas la même taille, ils sont appelés “pavés irréguliers” ; dans le cas où les pavés sont identiques, ils

sont appelés “pavés réguliers”.

Pavés réguliers

Les pavés réguliers sont couramment utilisés, particulièrement les pavés carrés qui sont communs

aux capteurs et aux écrans d’ordinateurs. Certains capteurs implémentent des pavés triangulaires, des

pavés hexagonaux ou des pavés rectangulaires. Les pavés rectangulaires concernent certains capteurs

qui n’ont pas la même résolution ligne et colonne.

Quant aux pavés hexagonaux, ils sont utilisés par des écransde télévision pour améliorer le rendu

de l’image, notamment l’anti-aliassage5.

La figure 1.4 met en evidence certains pavés : nous avons des pavés rectangulaires en 1.4a, des

pavés hexagonaux en 1.4b, et des pavés triangulaires en 1.4c. Dans le cas de pavés hexagonaux, un

pavé possède au maximum 6 voisins, tandis que dans le cas de pavé carré un pavé a 8 voisins au

maximum. Dans le cas de pavé triangulaire, un pavé a au maximum 12 voisins. Dans ces exemples,

des pavés touchés par des courbes continues ont été sélectionnés.

4. Des pavés qui ont la forme d’un parallélogramme
5. Les tracés de segments vont apparaître des “escaliers” lorsque la pente est proche de la verticale. Les techniques

d’anti-aliassage consistent à reduire cet effet d’escalier. Par exemple, l’augmentation de la résolution de l’image réduit
l’effet d’escalier.
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(a) (b) (c)

FIGURE 1.4 –Pavage régulier

Une grille régulière est un espace discret où les pavés sont identiques.

Plusieurs conceptions d’un point discret dans le cas de grilles régulières sont envisageables :

– la première est de considérer un point discret comme étant un élément deZn. Dans cette concep-

tion, les points discrets sont équidistants des uns et des autres pour assurer cette régularité. La

distance euclidienne entre deux points discrets doit être inférieure à un seuil acceptable pour

permettre une meilleure représentation des objets discrets. Dans la figure 1.5, nous avons une

illustration des points discrets avecZ2 etZ3.

(a) (b)

FIGURE 1.5 – Points discrets en dimension 2 en 1.5a et en dimension 3, en 1.5b

– la seconde est de considérer le point discret comme un hypervoxel, un cas particulier d’un 1-

hypercube : un point discret désigne une surface carrée en dimension 2 et un volume cubique,

en dimension 3. Unβ -hypercube est défini par :

Définition 5. (β -hypercube[1])On appelleβ -hypercube, un cube de dimension n de centre (p1,

p2,...,pn−1 ,pn) ∈ Rn et de tailleβ∈ R+, l’ensemble des points M de coordonnées (m1, m2,...,mn−1
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,mn) ∈ Rn vérifiant : pi− β
2≤ mi≤ pi +

β
2 .

Un hypervoxel se déduit de la définition d’unβ -hypercube en posantβ=1.

Définition 6. (hypervoxel)Onappelle hypervoxel un 1-hypercube de centre (p1, p2,...,pn−1 ,pn)∈ Zn.

La figure 1.6 montre en dimension 2 un pixel en 1.6a et en 1.6b, un voxel en dimension 3 un

cas particulier d’un hypervoxel suivant la valeur de n. Ces pavés permettent de construire des objets

discrets d’une image numérique en dimension 2 ou 3.

b

(a) (b)

FIGURE 1.6 – Un pixel en 1.6a, et un voxel en 1.6b

– plus généralement, nous pouvons aussi voir un point discret comme un polytope ou une courbe

fermée. Le barycentre de ce polytope est le centre du pavé, illuminant les autres points continus.

Dans ce cas, il s’en suit qu’une description des contours du pavé s’avère nécessaire, permettant

de l’identifier en plus de la connaissance de son barycentre.

Le modèle de représentation adopté pour désigner un point discret permet de mettre en lumière cer-

taines caractéristiques. La seconde et la dernière conception d’un point discret s’intéressent à des

éléments comme le volume et l’aire d’une région en faisant une somme d’aire pavé par pavé. Lorsque

les pavés sont réguliers, les calculs d’aire et de volume d’une région sont faciles. Il suffit de determi-

ner le nombre de pavés appartenant à cette region. Cela peut avoir des applications en agronomie tels

que le calcul de l’aire d’un champ ou de l’aire d’un lac. Le calcul du périmètre consiste à effectuer la

somme des côtés de certains pixels.

La troisième conception d’un point inclut la définition des pavés d’une grille irrégulière isothé-

tique.
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Pavés irréguliers

Les pavés irréguliers sont utilisés dans la description desimages de bandes dessinées[41] et dans

la conception des images par regroupement de pavés.

La figure 1.7 présente l’utilisation des pavés irréguliers dans la représentation.

FIGURE 1.7 – Pavés irréguliers

Les pavés irréguliers servent, en regroupant des pavés de même nature, à accélérer le traitement des

pavés et à améliorer le temps de calcul. Si deux pavés adjacents ont la même intensité, nous pouvons

les confondre en un seul. Le traitement consistant à allumerdeux pavés et à modifier l’intensité de

chaque pavé, revient à allumer un seul pavé en changeant son intensité.

Une grille irrégulière est un espace discret où les pavés ne sont pas identiques.

Les grilles irrégulières isothétiques[85, 41] représentent un espace discret, avec un pavage irrégu-

lier où les pavés sont des rectangles dont les côtés sont parallèles aux axes du repère de l’espace eu-

clidien en dimension 2. Les grilles irrégulières isothétiques sont utilisées dans la simulation et l’accé-

lération de calculs. Elles permettent une meilleure représentation de certaines parties de l’image[41].

La figure 1.7 montre un exemple de grille irrégulière isothétique décrivant une droite continue [41]

discrétisée en 1.8a, et en 1.8b un autre exemple de grille irrégulière isothétique.
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(a) (b)

FIGURE 1.8 –Grille irrégulière isothétique

Définition 7. (Pavé isothétique[85]) On appelle pavé P de centre (c1, c2,...,cn−1 ,cn) ∈ Rn et de

côtés (lc1
p , lc2

p ,...,lcn−1
p ,lcn

p ) ∈ Rn
+, l’ensemble des points M de coordonnées (m1, m2,...,mn−1 ,mn) ∈ Rn

vérifiant : ci− l
ci
p
2 ≤ mi≤ ci +

l
ci
p
2 .

La figure 1.9 montre une illustration d’un pavé isothétique en dimension 2 en 1.9a et en dimension 3

en 1.9b.

(a) (b)

FIGURE 1.9 – Pavé isothétique en dimension 2 et 3
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Dans les images discrètes classiques le pixel est centré surun point deZ2 et a un côté de taille

unitaire, dans les grilles irrégulières isothétiques le pavé p est centré en (xp, yp) ∈ R2 et les tailles

de ses côtés sont données par un couple noté (lx
p ,ly

p) ∈ R2 [85] permettant de définir des pavés à

différente taille.

Cette notion de pavé de la définition7 peut également s’étendre à la définition d’un pavé comme

étant un polytope convexe décrit à l’aide de ses sommets et deson barycentre.

Les grilles irrégulières isothétiques améliorent les grilles carrés en fournissant une représentation

détaillée de certaine zone de l’image à une échelle différente, le souci étant de mieux représenter les

zones de l’image. Les grilles irrégulières isothétiques peuvent être interprétées comme une compo-

sition de grilles régulières rectangulaires. Elles incluent ou étendent les espaces discrets classiques

carrés et peuvent être utilisées pour la définition d’objetsdiscrets multi-échelles. Cela signifie que les

algorithmes classiques sur les grilles régulières peuvents’appliquer sur des parties de l’image où les

pavés sont uniformes.

Un pavé peut être concave ou convexe. Son rôle est de porter une intensité pour représenter un

point lumineux, illustré dans la figure1.7 décrivant le chiffre 5.

Dans certains cas, en choisissant des pavés concaves le barycentre n’est pas à l’intérieur du pavé.

Cela peut avoir des conséquences sur les algorithmes de reconnaissance de formes basés sur ces ba-

rycentres. Les pavés convexes permettent d’avoir deux notions d’un point discret, le point barycentre

et l’aire complète contenant ce point.

Le pavage est une technique de décomposition de l’espace en composants élémentaires ou pavés.

Le pavage d’un espace euclidien permet d’aboutir à un espacediscrétisé où chaque pavé est centré

sur son barycentre ou son noyau désignant un point discret illuminant le pavé.

Techniques de pavage

Il existe plusieurs techniques de pavage de l’espace euclidien : le pavage peut être réalisé par un

diagramme de Voronoï[83], par une triangulation de Delaunay et par une application quasi affine.

Le diagramme de Voronoï est défini par :

Définition 8. (Diagramme de Voronoï[83, 84]) Soient E un espace euclidien de dimension n∈N, et

S=(s1, s2,...,sk−1 ,sk) un ensemble fini de k points sites de E. Soit P∈S.
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On appelle cellule de Voronoï de P(Dans S), l’ensemble des points de E situés plus près de P que

tous les autres points de S : VorS(P)={M∈E | ∀ Q∈S, MP≤ MQ}.

On appelle diagramme de Voronoï l’ensemble des cellules de Voronoï formées par les points de S :

Vor(S) = {VorS(P) | P ∈S}.

Une cellule de Voronoï est un polytope convexe car elle est issue de l’intersection de demi-

hyperplans convexes.

EnR3, une cellule de Voronoï est un polyèdre convexe : nous pouvons le déduire de la définition

8.

Ainsi, si les sites sont des points deZ2, les cellules de Voronoï sont des pavés carrés et dans le cas

où les sites sont des points deZ3, les cellules sont des cubes.

De plus, il existe une relation duale entre le diagramme de Voronoï et les triangles de Delaunay.

Les triangles de Delaunay se définissent à partir du diagramme de Voronoï : Deux sites s et s’ créent

une arête dans le graphe de Delaunay si et seulement si les régions de Voronoï associées à s et s’ sont

adjacentes c’est à dire

Arêtes(S)={(s, s’)∈S2 | VorS(s) ∩VorS(s′) 6=Ø}.

Définition 9. (Triangulation de Delaunay[83, 84]) Soient E un espace euclidien de dimension n∈N,

et S=(s1, s2,...,sk−1 ,sk) un ensemble fini de k points sites de E. En reliant les points sites des cellules

de Voronoï adjacents par des segments, nous obtenons des triangles de Delaunay.

La triangulation de Delaunay constitue également une technique de pavage de l’espace comme nous

pouvons le voir en 1.10e dans la figure 1.10 en reliant les points sites.

La figure 1.10 montre un diagramme de Voronoï enR2 : en 1.10a, 1.10b, 1.10c, 1.10d, la construc-

tion des pavés est illustrée en prenant en compte les points sites et en traçant les médiatrices ; nous

avons en 1.10d le diagramme de Voronoï avec les 4 sites représentés par des points. Chaque cellule

est constituée d’un site et d’un pavé.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

FIGURE 1.10 –Diagramme de Voronoï et triangulation de Delaunay

Le diagramme de Voronoï et la triangulation de Delaunay permettent d’aboutir à des pavés de

formes variées.

Nehlig[80, 81, 82] a introduit un pavage régulier de l’espace par la définition d’une Transformation

Quasi-Affine[82].

Définition 10. (Transformation Quasi Affine) On appelle Transformation Quasi AffineT une fonction

définie par :

T : Zn → Zn

(x1,x2, ...,xn−1, xn) 7−→







































y1 =
[

a11x1+a12x2+...+a1n−1xn−1+a1nxn+b1
ω

]

y2 =
[

a21x1+a22x2+...+a2n−1xn−1+a2nxn+b2
ω

]

yn−1 =
[

an−11x1+an−12x2+...+an−1n−1xn−1+an−1nxn+bn−1
ω

]

yn =
[

an1x1+an2x2+...+ann−1xn−1+annxn+bn
ω

]

où ai j sont des entiers etω un entier strictement positif. La transformation quasi affine est définie

par sa matrice A=1
ω
(

ai j
)

et son vecteur(bi).
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En dimension 2, soient les deux familles de droites continues Di et D′j définies parω ∗ i ≤ ax+

by+e≤ ω ∗ (i +1) et ω ∗ j ≤ cx+dy+ f ≤ ω ∗ ( j +1) respectivement avec a, b, c, d, e, fω fixés

(la matrice A= 1
ω





a b

c d



 et le vecteur





e

f



sont fixés).Di et D′j définissent des aires de droites

continues pour i et j fixés. Lorsque x et y vérifientω ∗ k ≤ ax+ by+ e≤ ω ∗ (k+ 1) et ω ∗ l ≤
ax+by+e≤ω ∗ (l +1), nous obtenons alors T(x, y)=(k, l). Le pavé (i, j) crée par latransformation T

est l’ensemble des points continus tels que {(x, y)/ T(x, y)=(i, j)}. Nous obtenons une grille régulière.

Lorsqueω varie d’une droite à l’autre, nous obtenons une grille irrégulière.

La figure 1.11 met en évidence un pavage de l’espace par une transformation Quasi-Affine. Nous

avons en 1.11a, des pavés réguliers et en 1.11b des pavés irréguliers.

(a) (b)

FIGURE 1.11 –Pavage avec une transformation Quasi affine

La définition 10 peut s’étendre en dimension 3 et supérieure pour définir un pavage de l’espace.

D’autres techniques de pavage ont également été définies[41]. Le k-dimensional tree [41] est une

technique qui consiste à découper le plan en suivant les axesdu repère[41]. Par exemple dans le cas

de grilles irrégulières isothétiques, on peut décider de représenter certaines zones de l’image par des

pavés de petite taille, comme la partie centrale par exemple, pour obtenir une représentation nette. La

figure 1.12 montre des exemples de grilles générées avec des techniques différentes.
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FIGURE 1.12 –Techniques de pavage tirées de [41]

Il existe également une relation duale entre le pavage et le maillage. En reliant les centres des pavés

par une chaîne, nous formons un maillage qui permet d’aboutir à d’autres pavés. Cette relation permet

de réaliser le passage d’un pavé à l’autre. Lorsqu’une imageest représentée en utilisant des formes de

pavés donnés, pour avoir la représentation avec d’autres types de pavés de cette même image, il faut

établir une technique de passage d’un pavé à l’autre en déterminant les nouvelles intensités des pavés

en fonction des autres pavés. Par exemple, si un pavé est inclus dans un autre pavé, alors son intensité

est identique à celle de l’autre. Si un pavé intersecte plusieurs autres pavés, alors son intensité est

déterminée par la moyenne de l’intensité des pavés intersectés. Une étude approfondie sur l’impact

des changements de pavés sur l’image permettra de comprendre les choix des pavés.

La figure 1.13 présente en 1.13a la relation duale entre le pavage carré et le maillage carré, en 1.13b

le dual entre le pavage hexagonal et le maillage triangulaire et en 1.13c le pavage triangulaire avec le

maillage hexagonal.
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b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b

(a) (b) (c)

(d)

FIGURE 1.13 –Relation duale entre le pavage et le maillage

Un pavé englobe toutes les définitions citées antérieurement, et pour avoir une définition extensible

générale, il prend en compte des aires fermées qui ne sont pasforcément des polytopes convexes à

une échelle donnée. Nous intégrons le fait qu’un pavé peut aussi être une aire perforée constituée

d’hypervoxels ou de sous-pavés plus petits de même intensité.

La figure 1.14 illustre une image composée de pavés perforés,fermés. Chaque pavé peut être vu

comme la réunion de sous-pavés de même intensité.

Abdoulaye SERE -22- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Chapitre 1 : Contours discrets et transformations analytiques

FIGURE 1.14 – Décomposition d’une image en pavés

Il existe une relation entre les pavés, mentionnée dans la section suivante.

Propriétés relatives aux pavés

Cette section est consacrée à la présentation de certaines propriétés relatives aux pavés. Elles per-

mettent d’identifier les positions relatives ou les relations entre les pavés afin de comprendre la struc-

ture détaillée interne des contours de l’image numérique. Elles s’articulent autour de la notion de

voisinage en grilles régulières, et en grilles irrégulières isothétiques essentiellement, car la notion de

voisinage en grilles irrégulières variées reste à définir aucas par cas, et cela implique l’importance de

l’application de ces grilles en analyse d’image.

Dans un espace régulier où le point discret est un point deZn, la notion de k-voisinage ou k-

adjacence est définie par :

Définition 11. (k-voisinage[86] ouk-adjacence) Soient P(p1, p2,...,pn−1 ,pn) et Q (q1, q2,...,qn−1,qn)

deux points discrets. P et Q sont dit k-voisins avec0≤ k<n si et seulement si :|pi−qi | ≤ 1 pour

1≤ i ≤ n et ∑
1≤i≤n

|pi−qi | ≤ n−k.

La notion de k-voisinage est équivalente à la notion de k-adjacence. Lorsque deux points discrets

sont k-voisins, ils sont aussi k-adjacents.
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Les figures 1.15 et 1.16 illustrent le voisinage en dimension2 et 3 respectivement. En 1.15a le

pixel en vert en 1-voisinage avec les pixels bleus, et en 1.15b le pixel vert est en 0-voisinage avec les

pixels bleus. En fait , en dimension 2, le 1-voisinage consiste à considérer les pixels voisins d’un pixel

central par rapport à ses côtés correspondant aux pixels adjacents tandis que le 0-voisinage prend en

compte les côtés et les sommets.

En dimension 3, nous avons des exemples de 0-voisinage, 1-voisinage, 2-voisinage respectivement

en 1.16a, 1.16b, et en 1.16c. Nous voyons que le 2-voisinage correspond à la présence de 6 voxels

par rapport aux 6 faces ; le 1-voisinage comprend en plus des 6voxels, 12 voxels issus des relations à

travers les 12 côtés : Ce qui fait en tout 18 voxels ; le 0-voisinage revient à avoir en plus des 18 voxels

autour du voxel central, les voxels voisins des sommets au nombre de 8. Ce qui associe le 0-voisinage

à la présence de 26 voxels autour d’un voxel central.

(a) (b)

FIGURE 1.15 –Voisinage en dimension 2

(a) (b) (c)

FIGURE 1.16 – Voisinage en dimension 3

Concrètement, lorsque deux points discrets A et B sont k-voisins, en posant d(A,B) la distance

euclidienne entre A et B, il s’en suit que d(A,B)≤ε où ε doit être petit afin d’avoir une résolution

acceptable nécessaire pour une représentation du contour.En dimension 2, si A et B sont 1-voisins

alors d(A,B)6 =1 unité ; si A et B sont 0-voisins sans être 1-voisins, alors d(A,B) =
√

2 unité.

6. d(A,B) indique la distance euclidienne de A à B
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Dans le cas de grilles irrégulières isothétiques, une nouvelle définition du voisinage s’impose :

Définition 12. (ve-voisinage[85]) Soient P(xp, yp, lxp, lyp) et Q (xq, yq, lxq, lyq) deux pavés d’une grille

irrégulière isothéthique. P et Q sont dit ve-voisins si et seulement si on a (1) ou (2) :

1. |xp−xq|=
|lxp+lxq|

2 et |yp−yq|≤ |l
y
p+lyq|
2 ;

2. |xp−xq|≤
|lxp+lxq|

2 et |yp−yq|= |l
y
p+lyq|
2

Les figures 1.17 et 1.18 montrent la notion de voisinage dans le cas de grilles irrégulières isothétiques

en dimension 2 et 3 :

(a) (b) (c)

FIGURE 1.17 –Voisinage en grille irrégulière isothétique en dimension 2

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.18 –Voisinage en grille irrégulière isothétique en dimension 3

La notion de k-voisinage est l’équivalent discret de la notion de voisinage dans le continu servant

à définir la notion de continuité d’une courbe discrète. La valeur associée à k décrit l’orientation des

pavés dans leur voisinage pour former cette continuité.

En outre, nous voyons qu’un pavé est caractérisé par sa propre forme géométrique pour mieux

représenter un point lumineux. L’intensité du pavé est aussi un élément capital, car elle joue un rôle

dans la détection d’un contour synonyme d’une variation remarquable d’intensité. C’est à partir des
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contours que nous allons identifier des formes incluses. Uneforme est un objet discret qui a certaines

propriétés permettant de l’identifier.

De plus, la définition d’un pavé ou la définition d’une technique de pavage ne suffisent pas pour

avoir une représentation discrète d’un objet continu pouvant suivre plusieurs topologies. La technique

de discrétisation a un impact sur la représentation discrète des objets discrets. En effet selon une

technique donnée, la représentation discrète de l’objet discret diffère. Il s’en suit que nous aboutissons

à plusieurs représentations discrètes d’un contour discret.

1.3.2 Contours discrets

Une image numérique est composée d’objets discrets. Nous nous intéressons dans cette section à

la définition d’un objet discret et aux concepts liés à un objet discret, car un contour discret est un

objet discret. Ces concepts sont des invariants nécessaires pour aboutir à la reconnaissance de formes.

Un contour discret détermine une frontière entre deux zonesd’une image. Elle montre la différence

en terme d’intensité entre deux régions. Ce qui implique quela détection des contours entraîne la

segmentation de l’image en régions.

La figure 1.19 montre un changement d’intensité entre deux zones, marqué par des courbes fermés

en rouge.

(a) (b)

FIGURE 1.19 –Changement d’intensité, entouré en rouge

Depuis les années 1970, les chercheurs ont établi des algorithmes d’extraction de contours discrets
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basés sur la définition de filtres comme sobel, canny. Ces algorithmes n’ont pas le même masque.

L’application des filtres sur une image donne des contours discrets qui n’ont pas les mêmes caracté-

ristiques notamment l’épaisseur. La question de l’impact des filtres sur la reconnaissance des objets

analytiques en dimension 2 et 3 mérite d’être élucidée en perspective. La figure 1.20 montre des

contours discrets obtenus par l’utilisation du filtre de Canny qui permet d’avoir des contours d’épais-

seur une unité : en 1.20a une image source, en 1.20b ses contours discrets de Canny, implémentés

avec la librairie OpenCV en 1.20c.

(a) (b)

(c)

FIGURE 1.20 – Contours de Canny
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Pour les objets en dimension 3, l’obtention de contours en dimension 3 peut se faire avec des

masques 3D appropriés. Comment peut-on modéliser un contour discret ?

Nous voyons qu’un contour discret est défini par :

Définition. Un objet discret O est un ensemble de pavés.

Ainsi, un objet discret peut être représenté en utilisant des pavés réguliers ou irréguliers. Un objet

discret peut également être constitué d’un seul pavé.

La figure 1.21 montre un objet discret construit avec des pavés différents.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i)

FIGURE 1.21 –Objets discrets construits avec plusieurs types de pavés.
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Ainsi, nous pouvons décrire un contour discret avec des pavés de taille différente pour mettre

en lumière certaines caractéristiques comme la taille de lacourbe continue, le rétrécissement d’une

région[41]. Dans la figure 1.22, nous observons une région en1.22a et une courbe en 1.22b décrites

par des pavés de taille différente : suivant la forme des objets continus, nous avons une possibilité de

choisir des pavés adéquats.

(a) (b)

FIGURE 1.22 –Contours multi-échelles

Il ne faut pas appliquer systématiquement les lois de la géométrie euclidienne en géométrie dis-

crète. En effet dans un espace continu, un objet continu possède une infinité de points continus. Ce qui

n’est pas le cas dans un espace discret où un objet discret estconstruit avec un nombre fini de points

discrets. Ce qui permet sa représentation sur l’écran d’un ordinateur en terme d’espace alloué. Cela

favorise la mise en place d’algorithmes de traitements de ces pavés limités. D’autres particularités

propres aux objets discrets sont :

– l’intersection de droites discrètes peut être un ensemblevide qui ne contient pas de points dis-

crets ;

– deux droites discrètes différentes parallèles peuvent avoir plusieurs points discrets en commun ;

– un arc de cercle discret peut également être un segment de droite discrète.

Ces propriétés ont une incidence sur l’interprétation des formes contenues dans un contour car à

travers un contour nous pouvons identifier un arc de cercle discret et un segment de droite discret.

Des contours qui se coupent peuvent contenir deux segments de droites discrètes. Les algorithmes de

reconnaissance de formes doivent pouvoir nuancer ces propriétés.

Les caractéristiques précédentes sont représentées dans la figure 1.23 : en1.23a, un arc de cercle

discret assimilé à un segment de droite ; en 1.23b, l’intersection de deux droites discrètes ; nous ob-

servons en 1.23d une droite discrète avec un nombre fini de points discrets. Ainsi lors de la recherche

d’une forme particulière telle qu’un arc de cercle discret ou un segment de droite discrète, nous pou-

vons aboutir à un même objet discret respectant les deux modèles. Le discret est une approximation
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du continu. Plus la taille des pavés est grande, plus l’objetdiscret peut respecter plusieurs équations

de divers modèles.

b

(a)

b

bb

b

(b)

b

b

(c)

(d)

FIGURE 1.23 –Objets discrets

De plus dans l’espace euclidien en dimension 2, par deux points passe une droite et une seule tandis

que dans l’espace discret, par deux pavés peuvent passer uneinfinité de droites discrètes. Certaines

règles dans l’espace euclidien ne sont pas vraies dans l’espace discret.

Pendant plusieurs années, les chercheurs ont défini plusieurs primitives discrètes comme les droites

discrètes[33, 34, 32], les hyperplans discrets[15], les hypersphères discrètes[12, 39], les paraboles

discrètes[113]. De plus, l’application de la définition de ces primitives est diverse : les applications

sont possibles en visualisation[103], en imagérie médicale[104], en chirurgie par ordinateur[105], en

tracé de rayon discret[106] ou plus généralement en tracé decourbe discrète en simulation [107].

Ces primitives sont des équivalents discrets des formes continues, permettant de construire des

éléments de la géométrie discrète. Le schéma de la figure 1.24montre des correspondances entre des

objets continus et des objets discrets. Ces correspondances ne signifient pas que la discrétisation d’un

objet continu est un objet discret associé.
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FIGURE 1.24 – Correspondance entre des objets continus et des objets discrets

Les objets de la géométrie euclidienne constituent la base de construction et d’identification des

objets discrets de la géométrie discrète. Le passage du discret au continu est appélé “reconstruction”.

Il permet d’établir la reconnaissance des objets discrets.Plusieurs techniques existent notamment

celles basées sur des espaces de paramètres que nous étudierons dans la section 1.4.

Dans cette section, nous présentons quelques modèles d’un objet discret telles que les codes de

Freeman, le k-Chemin, le k-Objet, le k-arc, le k-Courbe, leshyperplans analytiques discrets, les hy-

persphères analytiques discrètes et les paraboles discrètes.

Codes de Freeman

Un contour discret peut être décrit par les codes de Freeman[33]. Dans le codage de Freeman,

Une valeur entière comprise 0 et 7 est associée à chacune des relations de voisinage entre les pavés

successifs. La figure 1.25 met en évidence le codage d’un contour discret par les codes de Freeman.
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(a) (b)

FIGURE 1.25 –Codes de Freeman 0060060 d’un contour discret

Cette description numérique ne nous intéresse pas dans l’application des méthodes de reconnais-

sance de formes car elle fait une abstraction de certaines caractéristiques d’un contour comme l’épais-

seur, l’intensité des points lumineux pour se concentrer sur la direction du contour, la relation de

voisinage entre des pavés successifs.

La notion de voisinage introduit une logique dans le cadre dela segmentation des régions et définit

deux interprétations d’un contour discret. En effet, nous pouvons considérer une région en dimension

2, comme un ensemble de pixels 1-voisins ou 0-voisins donnant lieu à deux représentations d’une

région.

La figure 1.26 montre deux interprétations d’un contour dépendant du voisinage adopté : si nous

considérons le 1-voisinage entre les pavés d’une région, nous avons trois régions colorées en 1.26c ;

dans le cas du 0-voisinage entre les pavés d’une région, nousobtenons une région verte en 1.26b.

(a) (b) (c)

FIGURE 1.26 – Régions discrètes avec deux interprétations d’un contour discret
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Modèle topologique de Khalimski-Kovalesky[129, 88, 86]

Le modèle topologique de Khalimski-Kovalesky[129, 88, 86]permet de décrire des contours d’une

image en reliant par une arête, les sommets des pavés situés sur la frontière de deux régions. La chaîne

obtenue constitue le contour Khalimski-Kovalesky. L’identification d’une forme dans une contour

décrit par le modèle Khalimski-Kovalesky, consistera à vérifier si les sommets du contour respectent

des invariants de cette forme.

En dimension 2, un point discret ou un pixel est composé de surfel, lignels et de pointels. En

dimension 3, un point discret ou un voxel comprend des sommets, des arêtes, des faces et un volume.

La figure 1.27 met en évidence un point discret en dimension 2 (resptivement en dimension 3) en

1.27a (respectivement en 1.27b). Nous avons une courbe bleue respectant le modèle de Khalimski-

Kovalesky, en 1.27c et en 1.27d.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 1.27 –Structuration d’un point discret et contour de Khalimski-Kovalesky

Les contours du modèle de Khalimski-Kovalesky dans le cas degrilles irrégulières se déduisent en

considérant les bords des segments des pavés structurants.

La figure 1.28 illustre des contours Khalimski-Kovalesky dans une grille irrégulière en 1.28a et en

1.28b.
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(a) (b)

FIGURE 1.28 –Contour Khalimski-Kovalesky dans une grille irrégulière

Ce modèle n’ a pas d’incidence sur les algorithmes de reconnaissance formes. Il suffit de passer

comme des arguments les points discrets résultants d’une telle topologie, à l’algorithme de reconnais-

sance de formes.

L’algorithme 1.1 suivant propose une technique d’obtention de pointels.

Algorithme 1.1 Liste des pointels
Données en entrée: Soit I={ p1, p2,...,pn−1, pk} une image composée de k pavés carrés centrés.
Données en sortie : Lp liste des pointels obtenus
Début

Pour chaque pavé P de I Faire
Si ∃ P’ tels que (P et P’ sont k-voisin) et (intensité(P)6=intensité(P’)) alors

ajouter à LP les pointels communs à P et P’
FinSi

FinPour
Fin

Lorsque la forme recherchée a été déterminée, il faudra la discrétiser dans l’espace initial de

l’image pour trouver les contours discrets.

De plus, le modèle de Khalimski-Kovalesky permet de déterminer certaines caractéristiques tels

que la longueur d’un contour ; il suffit d’obtenir la chaîne des points discrets appartenant au contour

discret et de calculer la distance euclidienne successivement.

A l’inverse les filtres classiques tels que Laplace, Sobel, Canny sont construits sur la base d’une

convolution avec la définition d’un masque amplifiant les intensités des points discrets appartenant

au contour pour ainsi les mettre en évidence. Les points discrets du contour restent toujours dans le

domaine de l’espace de l’image initiale.
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Un contour discret peut comprendre un chemin discret.

Chemin discret

Lorsqu’un ensemble de pavés est constitué de pavés consécutifs et k-voisins, il forme un k-Chemin.

Définition 13. (k-chemin[86, 113]) Soient C= {c1, c2,...,cn−1, cn} une séquence de n pointsdiscrets

et une relation de k-adjacence. C est un k-chemin si et seulement si pour tous les éléments ci de C

avec2≤ i ≤ n , ci est k-voisin avec ci−1.

Un exemple de 0-chemin est illustré par la figure 1.29 avec le 0-voisinage en dimension 2 en 1.29a.

Un exemple de 2-chemin en dimension 3 avec des voxels en 1.29b.

(a) (b)

FIGURE 1.29 – Un k-Chemin en dimension 2 en 1.29a et un k-Chemin en dimension 3 en 1.29b

Un k-chemin peut contenir une k-courbe, un k-arc.

Arc discret

Un arc discret est défini par :

Définition 14. (k-arc[86, 113]) Soient C ={c1, c2,...,cn−1, cn} un ensemble constitué d’une séquence

de n points discrets et une relation de k-Adjacence. C est un k-arc si et seulement si∀ci∈C, ci possède

uniquement deux points discrets k-voisin, sauf c1 et cn les extrémités de C.

La figure 1.30 montre un 0-arc en dimension 2 et un 2-arc en dimension 3.
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(a) (b)

FIGURE 1.30 – Un 0-arc en dimension 2, en 1.30a et un 2-arc en dimension 3, en1.30b

La différence entre un k-arc et un k-chemin est que dans un k-chemin un point discret peut avoir

plus de deux voisins.

Un arc discret peut être inclu dans une courbe discrète.

Courbe discrète

Une k-courbe est une courbe discrète fermée. Elle est définiepar :

Définition 15. (k-courbe[86, 113]) Soient C ={c1, c2,...,cn−1, cn} un ensemble constitué d’une sé-

quence de n points discrets et une relation de k-Adjacence. Cest un k-courbe si et seulement si

∀ci∈C, ci possède uniquement deux points discrets k-voisins, sauf c1 et cn les extrémités de C avec c1

= cn.

La figure 1.31 montre une 0-courbe en dimension 2 en 1.31a et en1.31b. En 1.31c, nous avons une

2-courbe en dimension 3.

(a) 0-courbe (b) 1-courbe (c) 2-courbe

FIGURE 1.31 – k-courbe
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Une k-courbe est particulièrement un modèle généralisé d’un cercle.

Un objet discret ou un contour discret peut contenir plusieurs k-chemins. Il peut également contenir

un k-arc, un k-courbe. Cela complique la reconnaissance d’un chemin particulier.

Objet discret connexe

Définition 16. (k-Objet[86, 88]) Soient O un ensemble constitué de points discrets et une relation de

k-Adjacence. O est dit k-connexe si et seulement si pour toutcouple de points discrets (p, q)∈ O2,

il existe une suite d’éléments de O commençant par p et se terminant par q telle que ses éléments

consécutifs soient k-voisins. On dit aussi que O est un k-Objet.

La figure 1.32 illustre en 1.32a, un objet 0-connexe en dimension 2, et en 1.32b, un objet 1-connexe

en dimension 3 : les pixels ou les voxels en couleur blanche désigne un exemple de points discrets p

et q.

(a) (b)

FIGURE 1.32 –Connexité en dimension 2, en 1.32a, et en dimension 3, en 1.32b

Un objet discret k-connexe ou un k-objet est un ensemble fini de k-Chemins.

Un objet discret O qui n’est pas k-connexe, peut contenir unek-composante.

Composante discrète

Définition 17. (k-composante[88]) Soit O un objet discret, une k-composante est un sous- ensemble

maximal k-connexe de O.

La figure 1.33 montre un exemple d’objet O qui n’est pas 0-connexe en dimension 2 car un chemin

0-connexe n’est pas réalisable avec le pixel blanc isolé ; lazone entourée est un sous-ensemble de O
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0-connexe et maximal c’est à dire une k-composante.

FIGURE 1.33 – Composante connexe

Ce concept représente également une discontinuité discrète permettant de décrire des objets bruités

où des pavés absents, appartenant à une autre région avec uneautre intensité.

Propriétés des objets discrets

Les objets discrets ont certaines caractéristiques.

Définition 18. (k-séparant[86, 88]) Soient O1 et O2 deux objets discrets tels que O2⊆O1. Si O1−O2

n’est pas k-connexe, alors O2 est dit k-séparant de O1 . Un objet 0-séparant sera simplement dit

séparant.

Dans la figure 1.34, un objet discretO1 est composé d’un objet discretO2, constitué de pixels en

rouge et des pixels en bleu représentant l’objet discretO1−O2 qui n’est pas 1-connexe.O2 est alors

1-séparant deO1 d’après la définition.

(a) (b) O1−O2

FIGURE 1.34 – Objet k-séparant
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Un objetO2 k-séparant d’un objetO1 signifie queO1−O2 n’est pas connexe. Il existe alors au

moins un pavé appartenant àO1−O2 n’ayant pas de pavés k-voisins. Le concept de k-séparant est

une forme de discontinuité dans un objet discret.

Définition 19. (K-tunnel[86, 89, 88]) Soit E⊆ F tels que E n’est pas un k-séparant de F. S’il existe un

point discret p tel que E∪ p soit un k-séparant de F le dé́composant en deux composantes connexes.

Il existe alors un k-chemin reliant ces deux composantes passant par p. E présente un k-tunnel.

Les tunnels en dimension 2 et 3 sont illustrés respectivement par les figures 1.35 et 1.36

(a) (b)

FIGURE 1.35 –Tunnels en dimension 2

(a) (b) (c)

FIGURE 1.36 –Tunnels en dimension 3

Le concept de tunnel modélise des pavés absents dans un objetdiscret. Il décrit des formes de

discontinuité discrète.

Les notions de k-objet, de k-composante, de k-chemin, de k-courbe et de k-arc généralisent les

notions d’hyperplan et d’hypersphère analytique. Dans la construction d’une image, nous avons sou-

vent recours à des objets de base comme les courbes, les droites, les rectangles pour réaliser des effets
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spéciaux. Ce qui implique l’importance de maîtriser la définition de chaque objet. Les chercheurs ont

proposés plusieurs modèles des hyperplans et des hypersphères discrètes[33, 34, 32]. Un segment de

droite discrète est également un 8-arc discret [34, 128].

Hyperplans analytiques

Le présent travail s’intéresse à la définition analytique des droites discrètes et plus généralement

des hyperplans discrets.

Comme une image numérique est bornée, il apparaît que les objets discrets qui le composent sont

limités en terme de nombre de pavés ; il devient alors naturelde caractériser une droite discrète par

son épaisseur.

De plus, la notion de droite continue est une base pour construire une droite discrète analytique.

En effet, nous pouvons à partir de deux droites continues trouver des points deZ2 situés entre ces

deux droites.

L’arithmétique apporte également une base formelle à l’étude des droites discrètes notamment

avec le théorème de Bézout sur les nombres premiers. En effet, si a et b sont premiers entre eux,

il existe alors (x, y) des entiers relatifs tels que ax+by=1.Ce qui conduit à une infinité de couples

d’entiers relatifs (x.k , y.k) qui sont des solutions de l’équation a.(x.k)+b.(y.k)=k, avec k un entier

relatif. Nous savons aussi que ax+by=1⇔a(x-b)+b(y+a)=1. Donc, le vecteur←−v (b,-a) de translation

des points appartenant à la droite discrète. Cette translation fait apparaître une périodicité des points

discrets.

La droite analytique discrète a été introduite par J. Reveillès[87].

Définition 20. (Droite analytique discrète 2D)

La droite discrète D(a,b,µ,ω) est l’ensemble des points (x, y)∈Z2 tels queµ ≤ax+by<µ +ω avec

µ ∈ Z ω∈ Z , (a,b,)∈ Z3 et PGCD(a,b)=1.

La résolution du problèmeµ ≤ax+by<µ +ω revient à résoudre dansZ2 en (x, y) les équations :

ax+by=µ

ax+by=µ+1
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...

ax+by=µ +ω -1

En effet, (Z,+, .) est un anneau.

∀α∈[0,ω[, ∃(k, k’)∈ Z2 tel que ak+bk’=α

Alors en prenant un point A(x1 , y1 ) vérifiant :

ax1+by1 =µ

Nous aurons

a(x1-k)+b(y1 -k’)=µ+α

Cette dernière égalité montre comment à partir des points discrets vérifiant ax+by=µ, nous pouvons

obtenir les points discrets de ax+by=µ+α en faisant varier (k, k’)∈ Z2 avec ak+bk’=α.

Un hyperplanH, est un sous-espace vectoriel deRn, défini par une équation de la forme∑n
k=1akxk = b,

avec(a1, a2,...,an−1, an) 6=(0,0,...,0,0) et∑n
k=1 ak

−→ek⊥H, d’après [95]

La définition 20 de droite discrète analytique conduit par extension à une définition de l’hyperplan

analytique discrète (Reveillès [15] ).

Définition 21. (Hyperplan analytique discret[15])En dimension n, l’hyperplan analytique discret

de paramètres A(A1, A2,...,An−1, An) ∈ Rn, µ ∈ R etω∈ R est l’ensemble des points X=(x1, ...,xn) ∈
Zn vérifiantµ ≤∑n

i=1(Aixi)<µ +ω

Cette définition s’inspire de la théorie non-standard de la droite d’Harthong-Reeb (Chollet Agathe

[14]).

Les droites discrètes 3D [57, 134] sont des sous-ensembles des plans discrets 3D. Elles sont utilisée

dans le cadre de la synthèse d’images par lancé de rayon. Le problème consiste à tracer une droite

joignant deux points deZ3.

L’hyperplan analytique discret fermé[86] se déduit aisément par :
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Définition 22. (Hyperplan analytique discret fermé[86])En dimension n, l’hyperplan analytique

discrète fermé de paramètres A(A1, A2,...,An−1, An) ∈ Rn, µ ∈ R et ω∈ R est l’ensemble des points

X= (x1, ...,xn) ∈ Zn vérifiantµ ≤∑n
i=1(Aixi)≤µ +ω

L’épaisseurω caractérise l’hyperplan analytique en permettant de les distinguer. En effet, suivant

la valeur deω, nous réalisons une classification des hyperplans analytiques et nous distinguons des

propriétés liées à un hyperplan analytique[86].

Théorème 23.(Propriétés des hyperplans analytiques[86]) En dimension n, soitH un hyperplan

analytique discret de paramètres A(A1, A2,...,An−1, An) ∈ Rn, µ ∈ R et ω∈ R avec A1 ≤ A2 ≤ ... ≤
An−1≤ An. Alors :

– Si ω ≥ ∑n
i=k+1|Ai |, H est alors k-séparant ;

– Si ω< ∑n
i=k+1|Ai |, H admet des k-tunnels ;

– H est k-minimal si et seulement siω= ∑n
i=k+1|Ai| 7.

Plusieurs types d’hyperplans analytiques discrets existent : l’hyperplan naïf, standard, supercouverture[10,

11], Pythagoricien.

Définition 24. (Classification des hyperplans analytiques[86]) En dimension n, soitH un hyperplan

analytique discret de paramètres A(A1, A2,...,An−1, An) ∈ Rn, µ ∈ R et ω∈ R. Alors :

– H est dit naïf siω= ∑n
i=1 max1≤i≤n(|Ai |)

– H est dit standard siω= ∑n
i=1 (|Ai |) ;

– H est dit minceω< ∑n
i=1 max1≤i≤n(|Ai|)

– H est dit épais siω> ∑n
i=1 (|Ai|).

– H est *-connecté si∑n
i=1 max1≤i≤n(|Ai |)<ω< ∑n

i=1 (|Ai |).

Si ω< ∑n
i=1 max1≤i≤n(|Ai|), l’hyperplan(mince) est déconnecté : des points discretsne sont pas k-

voisins. En dimension 2, nous obtenons la notion de droite déconnectée.

L’hyperplan naïf fermé est un hyperplan analytique fermé etnaïf .

Définition 25. (Hyperplan analytique naïf fermé[86])En dimension n, l’hyperplan analytique naïf

fermé de paramètres A(A1, A2,...,An−1, An) ∈ Rn, µ ∈ R et ω∈ R est l’ensemble des points X=

(x1, ...,xn) ∈ Zn vérifiantµ ≤∑n
i=1(Aixi)≤µ +ω avecω= ∑n

i=1 max1≤i≤n(|Ai |).

7. | X | indique la valeur absolue de X.
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Quant à l’hyperplan supercouverture[29, 85], il est équivalent à l’hyperplan analytique fermé et

standard. Il est défini par :

Définition 26. (Hyperplan supercouverture[29, 85])L’hyperplan supercouverture de paramètres A(A1,

A2,...,An−1, An) ∈ Rn est l’ensemble des points(x1, x2,...,xn−1, xn)∈ Zn défini par

−∑n
i=1 |Ai |

2
≤ A0+

n

∑
i=1

Aixi ≤
∑n

i=1 |Ai |
2

La figure 1.37 illustre respectivement une droite mince en 1.37a, une droite naïve en 1.37b, une

droite standard en 1.37c, une droite supercouverture en 1.37d et une droite épaisse en1.37e.

b

b

(a) Mince :− |4|2 ≤ 4x−7y+13.5≤ |4|2

b

b

(b) naïf :−max(|4|,|7|)
2 ≤ 4x−7y+13.5< max(|4|,|7|)

2

b

b

(c) standard :− |4|+|7|2 ≤ 4x−7y+13.5< |4|+|7|
2

b

b

(d) supercouverture :− |4|+|7|2 ≤ 4x−7y+13.5≤ |4|+|7|2
avecω = 11

b

b

(e) droite épaisse :−10≤ 4x−7y+13.5≤ 10 avecω =
20

FIGURE 1.37 – Droites analytiques
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Quant à l’hyperplan analytique pythagoricien, il est définipar :

Définition 27. (Hyperplan analytique pythagoricien[86]) L’hyperplan pythagoricien de paramètres

A(A1, A2,...,An−1, An) ∈ Rn est l’ensemble des points(x1, x2,...,xn−1, xn)∈ Zn vérifiant :

0≤ A0+
n

∑
i=1

Aixi ≤
√

n

∑
i=1
|Ai|2

La figure 1.38 illustre un plan analytique naïf et un plan analytique standard en dimension 3.

(a) Plan standard (b) Plan naïf

FIGURE 1.38 – Plan analytique standard en1.38a et plan analytique naïf en1.38b.

Algorithme de tracé d’un hyperplan analytique discret A partir de la définition de l’hyperplan

analytique, la programmation nécessite le passage à la forme algorithmique.

Algorithme 1.2 Tracé d’un hyperplan analytique discret

DONNÉES :
– Soit S un ensemble de m pavésP1, P2,...,Pm−1,Pm constituants l’espace image en dimension n pou-

vant contenir le tracé. Chaque pavéPiest centré (xPi
1 ,xPi

2 ,...,xPi
n−1,xPi

n ),
– Soient A(A1, A2,...,An−1, An) ∈Rn, µ ∈R etω∈R les paramètres de l’hyperplan analytique discret

que l’on désire tracer.
DÉBUT

Pour chaque pavéPi de S.
Calculer ValeurSomme=∑n

i=1(Aix
Pi
1 )// faire une boucle

Si (µ ≤ValeurSomme) et (ValeurSomme<µ +ω) alors
Allumer Pi comme étant un pavé de l’hyperplan analytique
Finsi

FinPour
FIN
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Un exemple de tracé d’une droite naïve diagonale est présenté dans la figure 1.39 : Une droite

naïve diagonale en 1.39a ; cette droite est intégrée dans uneimage en 1.39b avec son code en 1.39c,

écris avec la librairie OpenCV.

(a) Droite naïve≤ x− y<1 (b) Droite naïve≤ x− y<1

(c) Code

FIGURE 1.39 – Droite naïve diagonale
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Hypersphères analytiques

Les premières méthodes de définition de cercle discret ont aussi été algorithmiques[38, 37, 35, 12]

notamment avec le cercle discret de Bresenham.

Nous rappelons ici la définition d’une hypersphère arithmétique[12, 39].

Définition 28. (Hypersphère arithmétique analytique discrète[12]) Soit d la dimension l’espace.

Soit r∈ R∗+, et o=(o1, o2,... ,od)∈ Rd. Soitω1: Rd−→R− et ω2: Rd−→R+ sont des fonctions change-

ment de variables. L’hypersphère arithmétique analytiquediscrète S(o, r,ω1, ω2) de centre o et rayon

r et de fonction d’épaisseurω1, ω2, est le sous ensemble de points v∈ Zd défini par :

S(o, r,ω1, ω2) ={v∈ Zd \ω1(v)≤∑d
i=1(vi−oi)

2− r2<ω2(v)}

L’hypersphère analytique discrète [12, 86] est un cas particulier de l’hypersphère arithmétique

analytique discrète.

Définition 29. (Hypersphère analytique discrète[12]). Soit d la dimension de l’espace. Soit r∈ R∗+,

o=(o1, o2,... ,od)∈ Rd et ω∈ R∗+. L’hypersphère analytique discrète S(o, r,ω) de centre o et de rayon

r et d’épaisseur arithmétiqueω, est le sous ensemble de points∈ Zd défini par

S(o, r,ω)={v∈ Zd \(r− ω
2 )

2≤∑d
i=1(vi−oi)

2<(r + ω
2 )

2}

La définition du cercle analytique se déduit de la définition 28 en posant n=2. Il en est de même de

la définition de la sphère analytique en prenant n=3.

La définition de l’hypersphère analytique reste également un modèle pour l’arc de cercle discret

analytique. Il en est de même de l’arc de l’hypersphère en dimension supérieure.

La définition d’un k-arc généralise la définition d’un arc de cercle discret ou d’une hypersphère

discrète.

La figure 1.40 montre des exemples de cercles analytiques discretsΓ((a,b), r) et d’épaisseur 1 où

(a,b) désigne le centre du cercle et r son rayon en 1.40b, 1.40c,1.40d,1.40e,1.40f, 1.40g. En 1.40a,

nous avons deux cercles continus permettant de construire un cercle analytique.
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(a)

b

(b) Γ((1,1), 1.5) etω=1

b

(c) Γ((1,1), 2.5) etω=1

b

(d) Γ((1,1), 3) etω=1

b

(e) Γ((1.5,0.5) 1.5) etω=1

b

(f) Γ((1.5,0.5), 2.5) etω=1

b

(g) Γ((1.5,0.5), 3) etω=1

FIGURE 1.40 – Cercles analytiques discretsΓ((a,b), r) et d’épaisseur 1.

Algorithme de tracé d’une hypersphère analytique discrète De même pour l’hypersphère ana-

lytique discrète, son tracé passe par une traduction de sa définition sous la forme algorithmique,

proposée comme suit :
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Algorithme 1.3 Tracé d’une hypersphère analytique discrète

DONNÉES :
– Soit S un ensemble de m pavés pixelsP1,..., Pm servant à représenter l’espace image pour le tracé

de l’hyspershère analytique en dimension n. Un pavéPi a pour centre (xPi
1 ,xPi

2 ,...,xPi
n−1,xPi

n ),
– Soient n la dimension de l’espace et r∈ R∗+, o=(o1, o2,... ,od)∈ Rd et ω∈ R∗+.
DÉBUT

Pour chaque pavéPi de S.
Calculer ValeurSomme=∑n

i=1(x
Pi
i −oi)

2

Si ((r− ω
2 )

2≤ValeurSomme) et (ValeurSomme<(r + ω
2 )

2) alors
Allumer Pi comme étant un pavé d’une hypersphère analytique
Finsi

FinPour
FIN

La figure 1.41 montre des cercles analytiques intégrés à une image : en 1.41a une image initiale,

en 1.41b des cercles discrets analytiques en rouge, intégrés à l’image initiale, implémentés avec la

librairie OpenCV en 1.41c.
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(a) (b)

(c)

FIGURE 1.41 – Cercles discrets analytiques dans une image

Dans les définitions des primitives d’hyperplans et d’hypersphères analytiques, nous utilisons l’en-

sembleZn pour représenter les points discrets. Comment étendre ces définitions aux cas où nous

avons des points isolés deRn , notamment dans le cas de grilles isothétiques où le pavé estcentré

en un point deRn ? Comment élaborer la discrétisation analytique des polynômes, des courbes et des
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surfaces continues ? Quelle est la discrétisation analytique des coniques ? Pour élucider ces questions,

des travaux ont été réalisés par Isabelle et al.[113] pour aboutir à une définition analytique d’une

parabole discrète. Cette définition se situe dans la même logique que la définition de l’hypersphère

discrète arithmétique[12, 86, 39] qui a conduit à la définition du cercle discret arithmétique.

Parabole discrète

Définition 30. (Parabole discrète arithmétique[113]) Soit f : R−→R une fonction polynomiale de

degré 2 à une inconnue. Soitf̃ : R2−→R une fonction définie par̃f (x)=f(x1)-x2. Soit une fonctionω :

R2−→R. Une parabole discrète arithmétique d’épaisseurω est le sous-ensemble P(f̃ ,ω) de points

deZ2 vérifiant :

P( f̃ ,ω) ={x∈Z2 ,−ω(x)
2 ≤ f̃ (x)< ω(x)

2 }.

Isabelle et al. [113] ont introduit des définitions de paraboles discrètes naïves et de paraboles

discrètes standard.

Nous allons nous intéresser maintenant aux techniques de discrétisation d’une courbe ou d’une

surface continue quelconque.

Discrétisation d’une courbe ou d’une surface

La discrétisation consiste à obtenir un ou plusieurs objetsdiscrets à partir d’un objet continu.

Plusieurs techniques de discrétisation existent pour un contour continu : la discrétisation au plus

proche, la discrétisation interne, la discrétisation extérieure[66, 134]. Ces méthodes permettent de

discrétiser des contours fermés continus soit par des points discrets internes ou externes ou en ne

s’intéressant qu’aux points discrets proches du contour continu.
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(a) (b) (c)

FIGURE 1.42 –Quelques techniques de discrétisation

Le problème avec l’application de ces méthodes est qu’une courbe ou une surface peut être non

fermée, rectiligne, tantôt concave, tantôt convexe sur certaines parties. Dans ce cas, nous faisons un

choix entre ces méthodes à adopter pour chaque partie.

Quelque soit la discrétisation interne ou externe, les points discrets proches de la courbe conti-

nue en terme de distance sont sélectionnés mais du côté interne ou externe respectivement. Ainsi, la

discrétisation des contours continus est établie en fonction de la notion de distance.

Définition 31. (Discrétisation d’un objet continu[86]). Soit un E objet continu en dimension n

et d une distance, la discrétisation de E notée Dd(E) associée à la distance d est définie par :

Dd(E)={p∈Zn | d(p, E)≤ α
2 } avecα∈N-{0}.

Cette définition 31 inclut les trois techniques de discrétisation citées précédemment. En effet, les

points discrets internes ou externes sont proches de la courbe par rapport à la notion de distance. La

valeur deα définie l’épaisseur de la courbe discrète. Il s’en suit que nous obtenons une définition

analytique des courbes discrètes ou des surfaces discrètesquelconques.

La figure 1.43 donne une illustration d’une courbe discrète analytique construite à partir d’une

courbe continue en couleur verte. Les points discrets en rouge représentent la courbe discrète analy-

tique.
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FIGURE 1.43 –Courbe discrète analytique

La définition 31 est aussi générale, dans la mesure oùd(p, E)peut indiquer plusieurs distances telles

que la distance de Manhattand1, la distance euclidienned2, la distance de Tchebychevd∞ donnant

respectivement le modèle naïf, le modèle pythagoricien et le modèle supercouverture et standard[86].

Elle généralise ainsi le modèle naïf, le modèle standard, lemodèle supercouverture[85] et le modèle

pythagoricien pour n’importe quelle courbe ou surface discrète.

La distance peut être définie avec la notion de boule.

Définition 32. (Boule fermée[86])Soient d une distance et E un espace affine ; soit x un élément de

E. On appelle boule fermée de centre x et de rayon r l’ensembledes points Bd(x, r)={y∈E/ d(x, y)

≤r}.

La boule fermée de rayon12 est alors définie parBd(x,
1
2). En posantBd(

1
2) indépendemment de x.

On obtient alors :

E
⊕

Bd(
1
2
) = {y/∃x∈ E,y∈ Bd(x,

1
2
)} (1.1)

où
⊕

indique la somme de Minskowski.

Nous avonsDd(E) =(E
⊕

Bd(
1
2))∩ Zn

La boule fermée associée aux distancesd1, d2 et d∞ correspond respectivement à des formes géo-

métriques de carrés en rouge, de cercles en bleu et losanges en vert, illustrées par la figure 1.44
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FIGURE 1.44 – Boule fermée

Le modèle naïf est basé sur une discrétisation utilisant la distance de Manhattand1[86] 8. La boule

Bd1(
1
2) associée à la distanced1 est un carré de côté

√
2

2 . La construction discrète consiste à retenir les

hypervoxels dont les hypervoxels internes sont traversés par un hyperplan continu.

La figure 1.45 illustre le cas de droite naïve en 1.45a et 1.45b. Quant à la droite standard, elle

est construite en considérant les pixels traversés par une droite continue comme nous pouvons le voir

dans la figure 1.45 avec 1.45c et 1.45d.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 1.45 –Discrétisation naïve et standard .

Le modèle supercouverture d’une courbe (resp . une surface continue) est obtenu en sélectionnant

tous les pavés touchés par cette courbe ( resp, cette surface)[29, 85]. Ainsi, le modèle supercouverture

8. Soient A(a1, a2,...,an−1, an ), B(b1, b2,...,bn−1, bn ) deux points deRn la distance de Manhattand1 est définie par
d1(A, B)= ∑

1≤i≤n
|ai−bi|.
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permet d’envelopper la courbe continue ou la surface continue dans une aire construite à partir des

pavés, d’où le nom supercouverture.

Par analogie à l’hyperplan analytique, plusieurs variantes d’hypersphères analytiques ont étés éta-

blies notamment l’hypersphère naïve, standard et supercouverture. En appliquant la discrétisation de

l’hypersphère continue avec les différentes notions liéesà la définition d’une boule, nous aboutissons

au modèle naïf, standard et supercouverture. Ainsi en dimension 2, lorsque le cercle continu touche

le losange interne d’un pixel alors ce pixel est retenu, noussommes dans une situation de cercle naïf.

Les cercles standard et supercouverture sont construites en prenant en compte comme discrétisation

des carrés ou pixels touchés par un cercle continu.

La figure 1.46 montre les différentes boules dans le cas d’un cercle naïf en 1.46a, d’un cercle

standard en 1.46b, et d’un cercle supercouverture en 1.46c.

b

(a)

b

(b)

b

(c)

FIGURE 1.46 – Γ((1,1), 2.5) etω=1

Divers objets géométriques peuvent être utilisés en remplaçant la boule fermée par des polytopes

convexes ou concaves pour généraliser.

Plusieurs variantes de la définition d’un segment bruité ontégalement été présentées par Isabelle

[113]. Nous rappelons la définition d’un segment flou selon [113].

Définition 33. (Segment flou[113, 56]) Soit Sf une suite de pointsZ2. Sf est un segment flou, s’il

existe une droite D(a,b,µ,ω) englobante pour Sf c’est-à-dire si tous les points de Sf appartiennent à

D.
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La figure 1.47 montre un segment flou selon Isabelle et al.[113, 109], représenté par une suite de

pixels en gris c’est-à-dire un segment flou 0-connexe.

FIGURE 1.47 –Un segment flou selon [113].

Comment réaliser la reconnaissance des hyperplans et des hypersphères analytiques notamment

des droites, des arcs de cercle, et des cercles analytiques bruités ? Pour répondre à cette question,

dans la section 1.4 nous définissons quelques techniques de reconnaissance de formes géométriques

basées sur la transformée de Hough, en précisant leurs insuffisances.

1.4 Reconnaissance de Formes discrètes

La forme est une caractéristique des contours d’une image. En traitement d’images, il existe des

filtres pour extraire les contours d’une image. Cette extraction constitue une première étape. C’est en

partant des contours extraits que les techniques de reconnaissance sont appliquées pour identifier des

formes géométriques ou des motifs.

Les méthodes de reconnaissance ont été établies en fonctiondes formes à reconnaître c’est-à-dire

pour une droite, un cercle, une ellipse, une parabole, une forme quelconque, il faut utiliser respecti-

vement des méthodes appropriées.

Dans cette section, nous faisons un état de l’art sur les transformées de Hough, utilisées dans la

reconnaissance de formes dans une image numérique bruitée.Nous nous intéressons aux concepts de

base des méthodes développées dans un espace euclidien. Notons que pour la transformée de Hough,

la quantification de l’espace de paramètres a été utilisée pendant longtemps pour adapter le modèle

continu à l’espace discret.
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1.4.1 Reconnaissance de droites

Transformée de Hough

La transformée de Hough (TH) est une méthode classique introduite par Paul Hough en 1962[20,

68] permettant la reconnaissance de droites dans une image bruitée. Elle est basée sur un espace de

paramètres, appelé accumulateur, et un espace image qui correspond à l’image initiale.

Cette méthode est définie dans des espaces continus : elle a été développée, adaptée au modèle

discret[69] et étendue à la reconnaissance d’autres formesd’objets discrets comme le cercle discret

[13, 72], l’ellipse discret[22, 23, 24, 25, 76], appelée transformée de Hough paramétrée, présentée

dans la section 1.4.2. Certaines transformées de Hough sontorientées vers la détection de formes

quelconques basées sur une description de l’objet à reconnaître, proposées par D.Ballard[26, 5] que

nous allons voir dans la section 1.4.3.

Plusieurs études on été réalisées sur la transformée de Hough[17, 19, 65, 97]. Une application de

la transformée de Hough, pour la détection de droites parallèles et du réseau routier est fournie par

Pousset et al.[120].

Une définition unificatrice de la transformée de Hough a également été proposée par Henri Maître[9].

La transformée de Hough des droites est définie par :

Définition 34. ( Transformée de Hough d’un point continu[1]) Soient I2 un espace image (⊂R2) et P

un espace de paramètres (⊂R2). Soient f et g deux fonctions définies par :

La fonction f associe un point de I2 à une droite de P2

f :
I2 → P2

M(x0,x1) 7→ {(y0,y1) ∈ P2/y1 = x1−x0y0}

La fonction g associe un point de P2 à une droite de I2

g :
P2 → I2

N(y0,y1) 7→ {(x0,x1) ∈ I2/x1 = y1+x0y0}

Les images f(M) et g(N) sont appelées respectivement les transformées de Hough de M et N.

La transformée de Hough est une transposition du problème dereconnaissance d’une droite dans

l’espace image à un problème de coordonnées de points d’intersection de droites dans l’espace de

paramètre, par analogie à d’autres domaines où la résolution du modèle d’un problème donné peut
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être transposé à un autre modèle par isomorphisme.

La figure 1.48 illustre cette définition : en 1.48a, des pointsdans l’espace image, et en 1.48b la

Transformée de Hough de ces points dans l’espace de paramètres .

b

b

b

b

b

b

b bbbbb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

(a) (b)

FIGURE 1.48 –Transformée de Hough

Dans la figure 1.48, nous avons en 1.48a, des segments de droites comportant des points alignés ;

en 1.48b, nous avons déterminé la transformée de Hough de cespoints, et nous observons qu’ elles

ont en commun un point dont les coordonnées représentent lesparamètres de droites, dans l’espace

image. En notant TH(M), la transformée de Hough du point M, nous obtenons alors pour un ensemble

infini de pointspi(Xi , Yi) continus alignés sur une droite (D), un point commun I défini par
⋂

TH(pi)

déterminé par TH(p1) ∩ TH(p2) par exemple. Cette définition permet d’établir la reconnaissance de

droites continues.

En outre, nous remarquons avec cette méthode que deux droites parallèles dans l’espace image

ont des points de paramètres alignés verticalement dans l’espace de paramètres. En effet les droites

parallèlesD1 : y=b+ax etD2 : y=b’+ax dans l’espace image correspondent à des points (a,b) et (a,

b’) dans l’espace de paramètres.
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Limites La transformée de Hough, définie dans un espace euclidienR2, n’est pas adaptée au modèle

discret pour la détection des droites discrètes parce que les points discrets ne sont pas toujours ali-

gnés comme les points continus dans les droites continues. D’où l’importance de la quantification de

l’espace de paramètre pour intégrer le cas discret. Pendantlongtemps les chercheurs ont proposé plu-

sieurs variantes de quantification de l’espace de paramètres sans préciser la nature exacte des droites

discrètes recherchées.

De plus, avec le modèle de la transformée de Hough des droitesdans un espace continu se pose le

problème de la détection des droites verticales. Étant donné que nous travaillons dans un espace de

paramètres de taille limitée, la détection des droites verticales conduit, avec une équation de la forme

y=mx+c, à faire tendre m vers∞+ ou ∞− , idem pour c.

Avec la transformée de Hough standard, nous avons un espace de paramètres borné rendant aisé la

détection de droites verticales.

Martine Dexet[1] a proposé une méthode de reconnaissance dedroites analytiques.

Espace dual généralisé

Dans sa thèse en 2006, Martine Dexet[1] a étendu la transformée de Hough des droites pour pro-

poser une méthode de reconnaissance des hyperplans analytiques naïfs, standard, supercouvertures.

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions issues des travaux de Martine Dexet[1] qui

seront étendus dans les chapitres 3 et 4.

Définition 35. (Dual d’un point[1]) Soient In et Pn respectivement un espace image et un espace de

paramètres des sous ensembles deRn. Soient DI et DP deux fonctions tels que :

La fonction DIn associe un point de In à un hyperplan dans In

DIn :
In → Pn

M(x0,x1, ...,xn−1,xn) 7→ {(y0,y1, ...,yn) ∈ In/yn = xn− ∑xiyi
0≤i≤n−1

}

La fonction DPn associe un point de Pn à un hyperplan dans In

DPn :
Pn → In

N(y0,y1, ...,yn−1,yn) 7→ {(x0,x1, ...,xn) ∈ Pn/xn = yn+ ∑xiyi
0≤i≤n−1

}

Les fonctions DIn (M) et DPn (N) sont appelés les duals de M et N.
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Proposition 36. ([1])Soit p un points de In (respectivement Pn) tels que p’∈ dual(p). On a alors

p∈dual(p’).

Démonstration. Soit p(x0, x2,...,xn−1,xn) un points de In (respectivement Pn) tels que p’∈ dual(p). En

posant p’ (x′0, x′2,...,x′n−1,x′n) , nous avons x′n = xn− ∑xix′i
0≤i≤n−1

. D’où xn = x′n+ ∑xix′i
0≤i≤n−1

et p∈dual(p’).

Cette définition 35 permet de construire le dual d’un objet[1] comme l’union du dual de chacun de

ses points :

Définition 37. (Dual d’un objet[1]) Soit O un objet de In ou Pn. Le dual de O est l’ensemble des

points définis par Dual(O) =
⋃

p∈O
Dual(p)

Proposition 38. (Union des objets[1])Soient O1 et O1 deux objets de In ou Pn.

On a dual(O1 ∪ O1)= dual(O1) ∪ dual(O1).

A partir de la proposition 38, on déduit la proposition suivante sur l’inclusion des objets :

Proposition 39. (Inclusion des objets[1]) Soient O1 et O1 deux objets de In ou Pn tels que O1⊆ O1.

On a dual(O1)⊆ dual(O1).

Démonstration.SoientO1 et O1 tels que O1⊆O1. Soit p∈O1 alors dual(p)⊆dual(O1 ) alors on aura

aussi dual(p)⊆dual(O2 ) car O1⊆ O1

A partir de la définition 37, Martine Dexet a introduit le duald’un polytope et particulièrement le

dual d’un hypervoxel correspond en dimension 2, au dual d’unpixel, et en dimension 3, au dual d’un

voxel.

Définition 40. (Dual d’un pixel [1]) Soit p(p1 , p2 ) un pixel centré en (p1 , p2 ) de I2 . Le dual de p

est défini l’ensemble des points (a, b)∈ P2 vérifiant le système suivant :



























p1− L
2 ≤ x≤ p1+

L
2

p2− l
2 ≤ y≤ p2+

l
2

b= y−ax
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Si a est strictement positif, nous obtenons alors

p2−
1
2
−a(p1+

1
2
)≤ y−ax≤ p2+

1
2
−a(p1−

1
2
) (1.2)

Et finalement

p2−
1
2
−a(p1+

1
2
)≤ b≤ p2+

1
2
−a(p1−

1
2
) (1.3)

Sinon (a est négatif) b vérifie l’inéquation :

p2−
1
2
−a(p1−

1
2
)≤ b≤ p2+

1
2
−a(p1+

1
2
) (1.4)

Ainsi, nous obtenons la représentation du dual d’un pixel illustrée par la figure 1.49 : en 1.49a un

pixel (0,0) et en 1.49b son dual.

(a) (b)

FIGURE 1.49 – dual d’un pixel

Définition 41. (Préimage généralisée[1])

Soit P={P1,P2,...,Pk−1,Pk} un ensemble de k n-polytopes avec k∈ N∗. La préimage généralisée de

Abdoulaye SERE -60- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Chapitre 1 : Contours discrets et transformations analytiques

P est définie par GP(P) =
⋂

1≤i≤k
Dual(Pi).

La notion de préimage généralisée est fondamentale car elleest la base de la reconnaissance des

hyperplans analytiques naïfs, standard et supercouverture.

La figure 1.50 illustre la préimage généralisée de trois pixels. Comme nous pouvons le voir, nous

obtenons un polygone dans l’espace de paramètres.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.50 – Préimage de trois pixels

Limites L’espace dual généralisé est une méthode de reconnaissancede droite discrète naïve et

standard. Durant plusieurs années, les chercheurs ont établis des méthodes de reconnaissances de

droites discrètes partant de la transformée de Hough des droites basées sur une quantification de

l’espace de paramètres, sans spécifier exactement quel typede droite analytique.

L’espace dual généralisé exploite la transformée de Hough des droites à travers la reconnaissance

des droites discrètes verticales, dont les paramètres sontdifficiles à répresenter dans un espace de

paramètres borné. Cette méthode ne cherche pas forcément à représenter un espace de paramètres,

mais à mémoriser les paramètres des polytopes comme ses sommets. Dans tous les cas, le type de

donnée utilisé pour la représentation des coordonnées des sommets occupe de l’espace mémoire.

L’espace dual généralisé est applicable dans le cas de grilles irrégulières, car il suffit de déterminer

le dual des pavés concernés.

Nous allons étendre l’espace dual généralisé en proposant dans le chapitre 3 le dual de certaines

formes géométriques et étudier l’intersection des hyperplans analytiques par composition.
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Transformée de Hough standard

La transformée de Hough standard (THS) [7] est une méthode dereconnaissance de droite basée

sur l’équation polaire d’une droite contrairement à la transformée de Hough des droites. Elle asso-

cie un point de l’espace image à une fonction sinusoïdale dans l’espace de paramètres[7]. Plusieurs

variantes de la transformée de Hough standard[3, 8, 69] ont été développées : M. Peternell et al.

dans [71] utilisent la transformation de Hough standard dans la reconnaisance et la reconstruction des

formes 3D.

Elle est définie par :

Définition 42. Soient I et P respectivement un espace image sous ensemble deR2 et un espace de

paramètres sous ensemble deR2. Soit M(x, y) un point de I. La transformée de Hough standard de M

est l’ensemble des points de S(M) dans P défini par S(M) =
{

(θ , r) ∈ ρ2/r = x∗cosθ +y∗sinθ
}

9 .

La figure 1.51 présente la THS des points A, M et C de l’espace image (en 1.51a) et l’espace de

paramètres en 1.51b.

b

b

C

bM A

(a) [AC]

θ

r

0

1

2

-1

-2

1 2 3 4 5 6 7

(b) dual de A, M, C

FIGURE 1.51 –Transformée de Hough standard

Limites Cette méthode définie dans un espace euclidien ne permet pas la reconnaissance de droites

discrètes. Plusieurs variantes de la transformée de Hough standard ont été proposées. Un espace de

paramètres, avec une quantification adéquate est proposé par Linfeng Guo et al [125] permettant une

meilleure détermination des droites discrètes, en réduisant l’influence de la discrétisation de l’image,

sur la transformée de Hough standard.

Dans cette thèse, nous proposons une méthode étendant la transformée de Hough standard pour

obtenir la reconnaissance des droites naïves et standard dans le chapitre 4.

9. * indique une multiplication
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Les figures 1.52 et 1.53 montrent des applications de la transformée de Hough standard et de la

transformée de Hough probabiliste avec la librairie OPENCV.

(a) (b)

(c) Code

FIGURE 1.52 – Droites discrètes obtenues par la transformée de Hough probabiliste en 1.52b.
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(a) (b)

(c) Code

FIGURE 1.53 – Droites discrètes obtenues par la transformée de Hough standard en1.53b.

Comment reconnaître un arc de cercle discret ou un cercle discret ? Plusieurs méthodes ont été

proposées.
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1.4.2 Reconnaissance du cercle

Plusieurs méthodes de reconnaissance de cercles [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 72, 73, 79, 75,

127][47, 48, 49, 50, 52, 53, 54, 55, 51] ont été établies avec leur spécifité en terme de précision de la

détection, et de complexité temporelle. Certaines méthodes ne sont pas adaptées à la reconnaissance

de arcs discrets comme la méthode de sauer [62]. Les premières méthodes définitions de cercles dis-

crets ont aussi été algorithmiques notamment avec la définition du cercle de Bresenham en 1977[35].

Une définition d’une méthode de reconnaissance de cercle discret est basée sur la définition d’un

modèle de representation de cercle discret [61],

Nous présentons dans cette section la transformée de Hough paramétrée et la médiatrice générali-

sée qui sont utiles pour la compréhension des chapitres trois et quatre.

Transformée de Hough paramétrée

La transformée de Hough paramétrée est basée sur l’équationdes formes géométriques : certaines

variables sont considérées comme des variables de l’espaceimage et d’autres, des variables de l’es-

pace de paramètres. A titre d’exemple, la reconnaissance ducercle d’équation(x−a)2+(y−b)2 = r2

prend en compte la reconnaissance d’arcs de cercle avec a, b des variables de l’espace de paramètres.

Plusieurs travaux ont été realisés sur le cercle discret en adaptant la transformée de Hough [40, 42,

75].

Limites Son application engendre un espace de paramètres à trois paramètres a, b, r. Par conséquent,

nous obtenons un problème non linéaire. Nous aboutissons à un espace de paramètres à 4 paramètres

a, b, c, r avec l’équation(x−a)2+(y−b)2+(z−c)2 = r2 pour des formes sphériques.

Certaines méthodes comme [68] permettent d’améliorer la complexité temporelle de la recon-

naissance d’arcs de cercles discrets. La transformée de Hough paramétrée est basée sur l’équation

paramétrique de l’objet à reconnaître faisant ressortir les paramètres ou les variables de l’espace de

paramètres. Dans le cas d’une hypersphère, nous avons l’équation∑i=n
i=0(xi−ai)

2 = R2. Le nombre de

paramètres augmentent suivant le nombre de variables de l’équation.

Cette méthode s’étend à la reconnaissance d’une ellipse et d’autres courbes paramètriques où la

forme est clairement définie par une équation euclidienne.
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Médiatrice généralisée

Une base théorique de la médiatrice généralisée a été établie par Martin Peternell dans [59] en

dimension 2 et 3 notamment la médiatrice généralisée point-courbe, la médiatrice généralisée courbe-

courbe et la médiatrice surface-surface.

La médiatrice généralisée point-droite est nécéssaire à laconstruction de la médiatrice généralisée

de pavés polytopes. Cette médiatrice généralisée point-droite est une parabole illustrée par la figure

1.54. Nous voyons dans cette figure 1.54 le point F, le foyer dela parabole et la droite D, la directrice

de la parabole.

b
F

D : x= −1
2

b

b

b

b

b

0

1

2

0 1 2

FIGURE 1.54 – Parabole

Elle correspond à une surface parabolique en dimension 3.

Dans le chapitre 3.2, nous proposons une application de la médiatrice généralisée pour assurer la

reconnaissance de cercles analytiques bruités.

La forme est définie par une équation mathématique dans les méthodes paramétriques. Comment

définir une forme quelconque et comment réaliser la reconnaissance d’une forme quelconque ?
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1.4.3 Reconnaissance de formes quelconques

Descripteurs de formes

Dans une image, nous pouvons être intéréssé par la reconnaissance de certaines formes quel-

conques dont la définition mathématique est complexe car cesformes sont différentes par leur taille

ou leur orientation comme nous pouvons le voir dans la figure 1.55.

(a) (b) (c)

FIGURE 1.55 – Formes quelconques

Ces formes sont différentes si l’on prend en compte des directions données. Elles sont identiques

car elle sont liées par des transformations affines telles que la symétrie centrale, la translation, la

symétrie orthogonale, la rotation, les homothéties et les similitudes10.

Il apparaît nécéssaire d’établir des invariants qui permettent de ramener ces formes, à la même

instance d’objet, afin d’établir des méthodes de reconnaissance[131]. Ces invariants doivent résister

au bruit et aux transformations comme les isométries11. Il est important d’élaborer des descripteurs

de formes appropriés.

Il existe plusieurs descripteurs de formes suivant la formeà détecter[108] notamment les descrip-

teurs utilisant les propriétés des contours et des descripteurs utilisant la définition des régions[119].

Les descripteurs de fourier[117, 118] sont des exemples de descripteurs de formes basés sur les ca-

ractéristiques des contours.

10. une isométrie est composée d’une rotation et d’une homothétie
11. Une isométrie est une transformation des points de l’espace qui conserve les distances : AB=A’B’ avec I(A)=A’ et

I(B)=B’. La symétrie centrale, la translation, la symétrieorthogonale, la rotation sont des isométries.
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Transformée de Hough généralisée

La définition de nouvelles représentations des objets discrets ou de nouvelles formes géomé-

triques implique l’etablissement de nouvelles méthodes dereconnaissance. La transformée de Hough

généralisée a été introduite par D. Ballard [4][5] pour répondre à la reconnaissance des formes

quelconques[131]. Elle fait intervenir des descripteurs de formes basés sur les contours pour dé-

crire la forme à reconnaître. Une étude comparative des transformées de Hough généralisées a été

établie par Kassim et al. [132]. Une application de cette méthode pour la reconnaissance de l’écriture

arabe imprimée a été établie par Sodien Touj et al. dans[108]. Kourosh Khoshelham [44] a utilisé la

transformée de Hough généralisée pour la détection des objets 3D.

En perspective, cette méthode peut être étendue à la reconnaissance des courbes analytiques quel-

conques particulièrement pour les courbes supercouvertures. Pour cela une définition claire des courbes

analytiques doit étre établie au préalable avec des descripteurs de formes comportant des paramètres

ou des invariants qui resistent aux transformations comme les isométries telles que la symétrie cen-

trale, la translation, la symétrie orthogonale, la rotation, les homothéties et les similitudes12 comme

le montre la figure 1.56.

FIGURE 1.56 – Formes analytiques quelqconques

Remarquons que dans la plus part de ces méthodes, reconnaître une primitive discrète révient à

pouvoir déterminer une forme continue associée. Cette technique de reconnaissance de formes est

une reconstruction.

12. Une similitude est une composée d’une rotation et d’une homothétie
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1.5 Reconstruction

La reconstruction[71, 89] est l’opération inverse de la discrétisation c’est à dire passer d’une re-

présentation discrète à une représentation continue. Une reconstruction est dite invertible, lorsque la

discrétisation de la forme continue obtenue permet d’obtenir les objets discrets de départ. Cette mé-

thode est utilisée par la transformée de Hough pour assurer la reconnaissance de droites et de cercles.

Reconnaître une forme dans un ensemble d’objets discrets revient à déterminer une forme continue

dont la discrétisation peut permettre l’obtention de cet ensemble. Martine Dexet[1] a proposé des

méthodes analytiques de reconstruction d’objets discretsinvertibles particulièrement en dimension 2

et 3. Marc Rodriguez[88, 114, 115, 116] a proprosé égalementune technique de reconstruction en

redimensionnant la taille des pixels.

Nous proposons dans le chapitre 3, une nouvelle méthode de reconstruction, basée sur les algo-

rithmes d’interpolation ploynômiale de Lagrange et de Newton[133]. Les méthodes de Lagrange et

de Newton permettent une approximation polynômiale de n points continus (points deRn) : en di-

mension 2, à partir de n points continus, on établit un polynôme qui passe par ces n points. L’idée est

d’introduire ces méthodes comme des méthodes de reconstruction, en considérant des points discrets.

Rappelons la formule d’interpolation de Lagrange par le théorème 43.

Théorème 43.(Formule d’interpolation de Lagrange[133])

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] deR. Soient Pi(xi , f(xi)) , une suite de n+1

points deR2 , avec i∈{0, 1,...,n-1,n}.

Il existe un polynôme Pn de dégré n et un seul tel que :

∀i∈{0, 1,...,n-1,n}, Pn(xi)= f (xi).

Ce polynôme s’écrit : Pn(x)=
n

∑
i=0

f (xi)Li(x)

avec Li(x)=
n

∏ j 6=i
i=0

x−x j
xi−x j

(Polynômes de Lagrange)

Démonstration.Il faut montrer l’existence et l’unicité. L’existence est claire à travers l’égalité

Pn(x)=
n

∑
i=0

f (xi)Li(x) en vérifiantPn(xi)= f (xi). Pour l’unicité, soientP1 et P2 deux polynômes dis-

tincts de dégré au plus n, passant par les mêmes points continus. Alors le polynôme non nul,P1-P2 de

dégré au plus n, possède n+1 racinesxi avec avec i∈{0, 1,...,n-1,n}, ce qui est absurde.

Abdoulaye SERE -69- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Chapitre 1 : Contours discrets et transformations analytiques

1.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de visiter des concepts liés à la modélisation d’un contour discret, no-

tamment nous avons défini des objets discrets comme des hyperplans et des hypersphères analytiques.

Une analyse des méthodes de reconnaissance de formes précisément de la transformée de Hough

a également été faite dégageant des limites de certaines méthodes.

Une brève introduction de la méthode d’interpolation polynômiale de Lagrange a été éffectuée

pour obtenir une reconstruction des points discrets.

En perspective, d’autres modèles de représentation d’un contour comme les graphes peuvent être

étudiés.
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2.1 Introduction

Ce chapitre analyse les courbes analytiques discrètes en proposant une définition des courbes dis-

crètes bruitées. Il propose également une extension du duald’un pixel[1], en déterminant le dual
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d’autres formes géométriques, permettant d’introduire d’autres formes de droites discrètes, pouvant

avoir des applications en tracée de rayon.

La section 2.2 met en lumière l’impact de l’épaisseur sur la définition de la courbe analytique

discrète. La section 2.3 définie notre conception d’une courbe analytique discrète bruitée. Une analyse

de l’impact de l’épaisseur des contours sur le dual d’un pixel est réalisée dans la section 2.4. Dans la

section 2.5, nous présentons le dual de quelques formes géométriques comme le rectangle, le cercle et

des propriétés de la préimage. Le dual d’un pixel[1] est utilisé dans la section 2.6 pour proposer une

composition de transformées qui est une alternative pour étudier la reconnaissance des intersections

de droites analytiques, pouvant s’étendre à d’autres formes d’intersection.

2.2 Problème avec la discrétisation analytique

La discrétisation analytique des courbes et surfaces peut être également définie par :

Définition 44. (Discrétisation analytique)On appelle discrétisation orientée par un vecteur←−v (a1,

a2,...,an−1, an)∈ Rn tel que
√

a2
1+a2

2+ ...+a2
n−1+a2

n=1 et d’épaisseurω>0 d’une courbe C⊂ Rn,

l’ensemble des points deZn compris entre les courbesC1 etC2 tels queC1=Tω
2
←−v (C) etC2=T−ω

2
←−v (C)

Des exemples basés sur cette définition des courbes polynomiales analytiques sont illustrés par la

figure 2.1 avec←−v (0, 1 )∈ R2 et ω=4.
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(a) x2 (b) x2 (c) x3 (d) x3

(e) x2+2x (f) x2+2x

FIGURE 2.1 – Courbe polynomiale

Certains vecteurs de translation entraînent des déformations dans la discrétisation du contour

continu.

Le modèle d’une hypersphère analytique est caractérisé parson épaisseurω qui pour des valeurs

élevées dénature le modèle. En effet, un cercle analytique discret peut coïncider avec un disque,

illustré par la figure 2.2.
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b

FIGURE 2.2 – Épaisseur augmentée d’un cercle analytique

Cela signifie que les méthodes de reconnaissance de cercles analytiques doivent prendre en compte

ce paramètre d’épaisseur. La méthode de la médiatrice généralisée proposée au chapitre 3 s’intéresse

au cercle analytique supercouverture, naïf.

2.3 Courbes discrètes bruitées

Une image bruitée est une image où certains pavés ont une intensité résultante du fait de la mau-

vaise prise de la scène ou des capteurs. Ces pavés peuvent appartenir aux contours discrets. La re-

cherche d’une forme particulière sur un tel contour discretdoit prendre en compte ces caractéristiques.

Il existe des modèles de bruit implanté dans les logiciels detraitement d’image tels que le bruit

poivre et sel, le bruit gaussien, le bruit uniforme et le bruit périodique. En traitement d’image, il existe

également des filtres de débruitage pour obtenir une image nette.

Nous proposons notre conception d’une image bruitée en modifiant l’intensité de certains points

discrets. L’algorithme 2.1 est une méthode de création d’une image bruitée.
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Algorithme 2.1 Création d’une image bruitée

DONNÉES :
– Soit S un ensemble de m pavésP1, P2,...,Pm−1,Pm constituants l’espace image en dimension n
– Soit N le nombre de pavés bruités que l’on désire injecter dans l’image pour avoir une image

bruitée.
DÉBUT

copier S dans S’
i=1

Tant i<=N faire
choisir de façon aléatoire un pavé p dans S’ et changer son intensité par une valeur exceptionnelle
retirer p dans S’
Marquer p dans S comme étant un pavé bruité
incrémenter i

Fin Tant que
FIN

La figure 2.3 montre une image originale en 2.3a où certains pixels ont été modifiés pour obtenir

une image bruitée en 2.3b, avec la librairie OpenCV en 2.3c.
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(a) (b)

(c)

FIGURE 2.3 – Image bruitée

La notion d’un contour discret flou est important, car nous avons besoin de traiter des données

de ces contours, pour identifier des formes géométriques. Unobjet flou est un objet où des points

discrets ne sont pas à leur position réelle ; les points discrets pouvant se déplacer avec un certain écart

de leur position de départ. Quelques travaux sur les éléments de la géométrie discrète floue[122], ont

été réalisés par Isabelle Debled-Rennesson[113] notamment la définition d’un segment analytique

discret flou, et des méthodes de reconnaissance de segments discrets flous ont été établies[109, 113].
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La géométrie discrète floue[122] utilise les concepts de la géométrie discrète, de la géométrie

euclidienne et de la théorie du flou, représentés par la figure2.4. La géométrie discrète floue comprend

la définition des primitives discrètes floues qui sont des modèles nécessaires permettant d’aboutir à

des méthodes de reconnaissance.

FIGURE 2.4 –Géométrie discrète floue

La notion de flou est utilisée dans plusieurs domaines particulièrement en classification des données[109,

110]. Elle se divise en plusieurs groupes tels que l’ensemble flou, la logique floue, l’analyse des don-

nées floues. Ce qui nous intéresse dans cette section, est l’ensemble flou et l’analyse des données

floues car ils permettent de définir une droite analytique floue et un arc analytique flou qui sont né-

cessaires dans le cadre de la reconnaissance de formes dans une image bruitée.

Un objet discret flou est un objet dont la représentation discrète n’est pas certaine. Leur reconnais-

sance nécessite des méthodes, prenant en compte cette incertitude qui peut être due à une absence de

points discrets ou de pavés, à la taille des pavés. Une résolution moins élevée augmente l’incertitude

sur la forme continue à détecter. Une technique pour rendre imprécise la forme continue associée à

une image discrète est d’augmenter la taille des pavés.
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Plusieurs analyses peuvent se faire pour cerner le concept de contours discrets bruités. Nous avons

vu qu’un contour discret peut contenir une droite discrète,un cercle discret et plus généralement en

dimension supérieure, un hyperplan discret ou une hypersphère discrète. Un contour discret est une

représentation bruitée de ces formes discrètes.

Une droite discrète analytique bruitée est une droite discrète analytique où certains pavés sont ab-

sents. Il en est de même pour un cercle analytique bruité et plus généralement pour les hyperplans

et les hypersphères analytiques. Les hyperplans analytiques bruités (respectivement hyperphères ana-

lytiques bruitées) sont alors des sous-ensembles des hyperplans analytiques (respectivement hyper-

sphères analytiques) : les hyperplans analytiques bruités(respectivement hyperphères analytiques

bruitées) sont obtenus des hyperplans analytiques (respectivement hypersphères analytiques) en défi-

nissant des contraintes de sélection de points discrets. L’absence de points discrets signifie que cer-

tains points discrets ne portent pas les mêmes caractéristiques communes que les autres pour avoir

une uniformité notamment la même intensité. Lorsque le nombre de pavés bruités dépassent les pa-

vés représentant l’objet discret réel, il s’en suit que l’objet réel n’est pas bien représenté. Il en est de

même de la forme recherchée dans cette image. Cela signifie qu’il faut considérer que le nombre de

pavés réels de l’objet soit supérieur aux pavés bruités pourtoujours conserver l’essentiel de la forme

recherchée.

De plus, une image est bornée. Cela signifie que tous les objets discrets de l’image sont des en-

sembles finis de pavés. La reconnaissance de droites discrètes se transpose alors à la reconnaissance

de segments de droites discrètes. Les méthodes de reconnaissance d’hyperplans naïfs, standard ou

supercouverture[1] avec la notion de la préimage généralisée sont des méthodes de reconnaissance de

segments naïfs, standard ou supercouverture flous. Une autre interprétation est de voir un hyperplan

naïf comme un hyperplan standard ayant des pavés absents : unsegment naïf est un segment flou[113]

inclus dans un hyperplan standard.

En outre, le concept d’objet discret flou peut être rattaché àla discrétisation d’une courbe dis-

continue deR2, par analogie à la notion de la discrétisation d’une courbe continue pour obtenir des

courbes discrètes. La discontinuité d’une courbe deR2 se déduit de la définition de la continuité d’une

courbe[130]. Par exemple, une courbe discontinue deR2, peut avoir des points continus absents. Sa

discrétisation peut conduire aussi à des pixels absents. Cela peut se voir aussi en dimension 3 avec

la notion de surface discontinue. Une courbe continue d’un point de départ A, à un point d’arrivée B

peut aussi être incluse dans n’importe quelle courbe continue. Il suffit de prolonger la courbe par le
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point A ou par le point B à d’autres points par continuité. Si les parties prolongées sont indéterminées,

la courbe continue initiale est considérée comme une courbediscontinue.

La figure 2.5 met en evidence une courbe discontinue et sa discrétisation. En 2.5a, nous avons une

courbe continue et sa discrétisation en 2.5b.

(a) (b)

FIGURE 2.5 – Courbe continue et courbe discontinue

Les hyperplans analytiques bruités et des hypersphères analytiques bruitées peuvent être définis

à partir des définitions analytiques des hyperplans analytiques et des hypersphères analytiques. Un

ensemble de points discrets (x, y) d’une droite analytique,vérifiant x∈ [i− 1
2, j + 1

2] avec (i, j)∈Z2 ou

y ∈ [k− 1
2, l + 1

2] avec (k, l)∈Z2 détermine une partie de cette droite analytique.

La figure 2.6 montre une droite analytique bruitée avec des zones colorées en bleu, pour indiquer

des pixels absents. Ces pixels n’appartiennent pas à la droite analytique.
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FIGURE 2.6 – Zone contenant des pavés absents

Dans une grille carrée, une grille isothétique et leurs extensions en dimension 3 et supérieure,

les côtés des pavés sont parallèles aux axes du repère, les zones contenant les pavés absents sont

représentés par leurs coordonnées en dimension n par [a1− 1
2, a1+ la1 +

1
2] x...x[an−1− 1

2, an−1+

lan−1+
1
2]x[an− 1

2, an+ lan+
1
2] où (ai , lai )∈Z2 . Il suffit de faire leur union pour avoir la zone contenant

les pavés absents comme le montre la figure 2.7 en dimension 2.
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FIGURE 2.7 –Composants de la zone contenant des pavés absents

La figure 2.8 montre une droite analytique épaisse bruitée enrouge en 2.8a dans une image et son

code en 2.8b, écrit avec la librairie OpenCV.
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(a) (b)

FIGURE 2.8 –Droite analytique épaisse bruitée

Une zone de pavés absents est construite par extension. SoitZ={zv avec v∈{1,2,...,m-1,m}} un

ensemble de m zones disjointes de pavés absents qui peuvent être réparties dans un objet discret O,

le rendant flou. Chaque zonezv est considérée u-connexe( u variant) :zv = [a1(v)− 1
2, a1+ la1(v)+

1
2]

x...x[an−1(v)− 1
2, an−1(v)+ lan−1(v)+

1
2]x[an(v)− 1

2, an(v)+ lan(v)+
1
2] où (ai(v), lai(v))∈Z2.

Si l’on pose A(x) une fonction qui détermine l’aire d’un objet discret. L’objet discret O bruité

est dit “bien représenté” si l’aire formée par les pavés absents est inférieure à l’aire formée par les

pavés présents, c’est-à-dire siA(O)−A(Z)
A(Z) ≥ 1. Nous obtenons alors(A(O)−A(Z))+(A(O)−A(Z))≥

(A(O)−A(Z))+A(Z) d’où A(O)−A(Z)
A(O) ≥ 1

2.

2.3.1 Hyperplans analytique bruités et hypersphères analytique bruitées

Un hyperplan analytique bruité est défini par :

Définition 45. (Hyperplan analytique bruité) En dimension n,soit Z={zv avec v∈{1,2,...,m-1,m}} un

ensemble de m zoneszv disjointes de pavés telles que chaquezv soit u-connexe ( u∈{0,1,...,n-1,n}),zv
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= [a1(v)− 1
2, a1+ la1(v)+

1
2] x...x[an−1(v)− 1

2, an−1(v)+ lan−1(v)+
1
2]x[an(v)− 1

2, an(v)+ lan(v)+
1
2]

avec (ai(v), lai(v))∈Z2.

L’hyperplan analytique bruité H de paramètres A(A1, A2,...,An−1, An) ∈ Rn, µ ∈ R et ω∈ R est

l’ensemble des points X=(x1, ...,xn) ∈ Zn vérifiant :

µ ≤∑n
i=1(Aixi)<µ +ω et X /∈Z où Z⊂H (Z est l’ensemble de pavés absents).

Cette définition 45 peut s’étendre aux autres hyperplans analytiques (naïf, standard, supercouver-

ture). La définition de la droite analytique bruitée se déduit alors en posant n=2. La figure 2.9 présente

une droite standard bruitée, avec des pixels absents, représentés en jaune.

b

b

FIGURE 2.9 –Droite standard bruitée :− |4|+|7|2 ≤ 4x−7y+13.5<
|4|+|7|

2

Cette définition 45 inclut les définitions d’un segment flou deIsabelle Debled-Rennesson[113].

Nous proposons également la définition d’une hypersphère arithmétique bruitée qui étend la défi-

nition d’une hypersphère analytique bruitée.

Définition 46. (Hypersphère arithmétique bruitée ). En dimension n, soit Z={zv avec v∈{1,2,...,m-

1,m}} un ensemble de m zones zv disjointes de pavés telles que chaque zv soit u-connexe ( u∈{0,1,...,n-

1,n}), zv = [a 1(v)− 1
2, a1+ la1(v)+

1
2] x...x[an−1(v)− 1

2, an−1(v)+ lan−1(v)+
1
2]x[an(v)− 1

2, an(v)+

lan(v) +
1
2] où (ai(v), lai (v))∈Z2. Soit r∈ R∗+, et o=(o1, o2,... ,od)∈ Rn. Soit ω1: Rn−→R− et ω2:

Rn−→R+ sont des fonctions de changement de variables. L’hypersphère arithmétique analytique

bruitée S(o, r,ω1, ω2) de centre o et rayon r et de fonction d’épaisseurω1, ω2, est le sous ensemble

de points X∈ Zn vérifiant :

S(o, r,ω1, ω2) ={X∈ Zn \ω1(X)≤∑n
i=1(xi−oi)

2− r2<ω2(X)} et X /∈Z où Z⊂H (Z est l’ensemble

de pavés absents).
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Un cercle analytique discret bruité représenté dans la figure 2.10 avec des pixels absents colorés

en jaune.

b

FIGURE 2.10 – Cercle analytique discret bruitéΓ((1,1), 2.5) avecω=1

2.3.2 Pavés bruités pour la redéfinition des primitives discrètes par subdivision

Nous proposons ici la définition d’un pavé flou. Cette définition sera appliquée pour établir une

définition d’une hypersphère analytique floue et d’autres formes généralisées discrètes. Dans cette op-

tique, nous utilisons le concept de diagramme de Voronoï flouintroduit par Mohammadreza Jooyan-

deh et Ali Mohades Khorasani dans[111].

Définition 47. (Pavé flou) Soit P un pavé polytope centré en p(x1, x2, ..., xn−1, xn )∈Zn. Soit h(p,k)

une homothétie de centre p et rapport k avec k∈]0,1[. P’ est un pavé flou de P si et seulement si

P’=h (p,k)(P).

Les longueurs des côtés de P’ sont k.c avec c étant la longueurd’un côté de P (c’est une des

conséquences de l’homothétie). Un pavé flou est un pavé englobé, dans un autre pavé. Par subdivion

du pavé flou et du pavé englobant, nous obtenons deux groupes de pavés.

Les figures 2.11, 2.12, 2.13 montrent des exemples de pavés flous en dimension 2 et 3.

(a) (b) (c)

FIGURE 2.11 – Pavés flous
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(a) (b) (c)

FIGURE 2.12 – Composants d’un pavé

FIGURE 2.13 – Pavés flous dans une grille carrée

Cette définition permet d’établir des droites bruités ou deshyperplans analytiques bruités par raf-

finement ou subdivision des pavés, pour avoir une image nette. Le pavé est subdivisé en des pavés de

petite taille appartenant à plusieurs niveaux d’intensité. Nous avons une illustration de cette technique,

dans la figure 2.14 où nous voyons une droite analytique classique en 2.14a, et une droite analytique

bruitée en 2.14b, où les pavés ont été subdivisés, en des pavés de petite taille, regroupés en deux

zones, d’intensité différente.
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(a) (b)

FIGURE 2.14 –Droite analytique avec des pavés subdivisés.

Cette définition 47 permet d’introduire la définition de cercle analytique bruité. Un pavé est com-

posé d’une partie noyau et d’une partie hors noyau.

Dans le cas d’un hyperplan analytique ferméµ ≤∑n
i=1(Aixi) ≤µ +ω , par subdivision des pavés

suivant les n axes, nous obtenons

µ ≤∑n
i=1AixiK ≤µ +ω⇐⇒ µ

K ≤∑n
i=1(Aixi)≤µ+ω

K .

En effet pour un point M(x1, x2,...,xn−1, xn),
−−→
OM=x1

−→e1+x2
−→e2+...+xn−1

−−→en−1+xn
−→en.

Comme−→e1=K
−→
e′1, nous avons

−−→
OM=x1K

−→
e′1+x2K

−→
e′2+...+xn−1K

−−→
e′n−1+xnK

−→
e′n.

D’où M(kx1, kx2,...,kxn−1, kxn) dans la nouvelle base.

De même la définition de l’hypersphère analytique(r − ω
2 )

2 ≤∑d
i=1(kvi −oi)

2<(r + ω
2 )

2 devient
(r−ω

2 )
2

k2 ≤∑d
i=1(vi−oi)

2<
(r+ω

2 )
2

k2 .

La figure 2.15 représente le point M avec
−−→
OM=x1

−→e1+x2
−→e2+...+xn−1

−−→en−1+xn
−→en en 2.15a et

−−→
OM=x1K

−→
e′1+x2K

−→
e′2+...+xn−1K

−−→
e′n−1+xnK

−→
e′n en 2.15b.
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(a) (b)

FIGURE 2.15 – Changement de repère

2.4 Epaisseur des hyperplans analytiques et dual d’un pixel

La définition de l’hyperplan analytique dépend de l’épaisseur. Sa valeur détermine plusieurs types

d’hyperplans mince, naïf, pythagoricien, standard, épais. Avant d’appliquer les algorithmes de re-

connaissance des hyperplans analytiques naïfs ou standard[1], il faut s’assurer quelle pourra être

l’épaisseur du contour résultant du filtrage. Cela conduit àconstruire des filtres adaptés dependant de

l’épaisseur ou de comparer les filtres existants pour retenir le plus adéquat. Dans la littérature, beau-

coup de filtres ont été proposés. Si un filtre offre un contour très épais, nous obtiendrons dans l’espace

de paramètres avec les algorithmes de reconnaissance des hyperplans naïf et standard, des polytopes

proches les uns des autres pour représenter des préimages des pavés appartenant à un hyperplan ana-

lytique épais.

La figure 2.16 montre une droite analytique épaisse contenant une autre droite analytique avec une

épaisseur plus petite : en 2.16a nous avons une droite supercouverture avecω=11 et en 2.16b une

droite analytique épaisse contenant la première avecω=20.
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b

b

(a) supercouverture :− |4|+|7|2 ≤ 4x−7y+13.5≤ |4|+|7|2
avecω = 11

D

D1

D2

b

b

(b) Droite épaisse :−10≤ 4x− 7y+ 13.5≤ 10 avec
ω = 20

FIGURE 2.16 –Droite analytique épaisse

Soit D une droite continue traversant deux droites analytiques discrètesD1 et D2, indiquées dans

la figure 2.16. La droite D est le dual d’un point continu commun à la droiteD1 et à la droiteD2. Cela

montre l’impact de l’épaisseur sur la représentation de la préimage.

2.5 Extension du dual d’un pixel

Dans cette section, nous utilisons le dual défini dans la thèse de Martine Dexet[1] pour determiner

le dual de certaines formes géométriques.

2.5.1 Duals de quelques formes géométriques

Les grilles peuvent être régulières ou irrégulières. Cela implique de pouvoir déterminer dans les

grilles, le dual d’un pavé dans le but d’étendre la notion de préimage à des pavés multiformes pour

obtenir des algorithmes de reconnaissance d’un hyperplan analytique.
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Duals d’un rectangle, d’un triangle et d’un hexagone

Lorsque les grilles sont rectangulaires, le dual d’un rectangle est fondamental pour obtenir la pré-

image de rectangles qui conduit à la reconnaissance des hyperplans analytiques standard, supercou-

vertures.

Définition 48. (Dual d’un rectangle d’une grille irrégulière isothétique)

Soit R un rectangle de centre(r1, r2) et de côtés L et l suivant les axes x et y respectivement c’est-à-

dire que L n’est pas toujours≥ l. Le dual de R est l’ensemble des points M(a, b)∈R2 tels que b=y-ax

où (x, y) vérifie le système :










r1− L
2 ≤ x≤ r1+

L
2

r2− l
2 ≤ y≤ r2+

l
2

Cela revient à poser le système suivant :


























r1− L
2 ≤ x≤ r1+

L
2

r2− l
2 ≤ y≤ r2+

l
2

b= y−ax

Ce qui conduit à deux problèmes de programmation linéaire consistant à maximiser ou à minimi-

ser :

Problème 1 :



























r1− L
2 ≤ x≤ r1+

L
2

r2− l
2 ≤ y≤ r2+

l
2

min[b= y−ax]

et Problème 2 :



























r1− L
2 ≤ x≤ r1+

L
2

r2− l
2 ≤ y≤ r2+

l
2

max[b= y−ax]

Si a>0, nous obtenons

r2−
l
2
−a(r1+

L
2
)≤ y−ax≤ r2+

l
2
−a(r1−

L
2
) (2.1)

Nous retiendrons les points A(r1+
L
2 ,r2− l

2) et C(r1− L
2,r2+

l
2) ayant respectivement pour dual,

dual(A) : y= r2− l
2−a(r1+

L
2) et dual(C) :y= r2+

l
2−a(r1− L

2)

Si a<0, nous avons

r2−
l
2
−a(r1−

L
2
)≤ y−ax≤ r2+

l
2
−a(r1+

L
2
) (2.2)
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D’où les points B(r1− L
2 ,r2− l

2) et D(r1+
L
2 ,r2+

l
2) ayant respectivement pour dual, dual(B) :

y= r2− l
2−a(r1− L

2) et dual(D) :y= r2+
l
2−a(r1+

L
2)

Si a=0 alors b=y.

La figure 2.17 montre le dual d’un rectangle de sommets (5,4)(0,4)(0,0)(5,0) tandis que la figure

2.18 illustre le dual d’un rectangle subdivisé en trois (03)carrés colorés.

DC

B A

1

2

3

4

5

-1 1 2 3 4 5-1-2

(a)

D

C

B

A

(b)

FIGURE 2.17 – Le dual du rectangle en 2.17a de sommets (5,4)(0,4)(0,0)(5,0) est représenté en 2.17b

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 2.18 – Le dual d’un rectangle subdivisé en carrés

Ce dual permet de déterminer la préimage de rectangles mise en évidence par la figure 2.19.
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FIGURE 2.19 – Préimage de rectangles

Dans le cas général où les rectangles ne forment pas une grille isothétique, le calcul du dual d’un

rectangle comporte quatre demi-plans et une équation à minimiser ou maximiser :

Problème 1























































ax+by+c≤ 0

dx+ey+ f ≤ 0

gx+hy+ i ≤ 0

jx+ky+ l ≤ 0

Min[y2 = y−y1x]

ou Problème 2























































ax+by+c≤ 0

dx+ey+ f ≤ 0

gx+h jx+ky+ l ≤ 0

jx+ky+ l ≤ 0

Max[y2 = y−y1x]

Il en est de même lorsque les grilles sont constituées de pavés triangulaires et hexagonaux. Un

triangle est une intersection de demi-plans. Son dual se ramène à la résolution d’un système de pro-

grammation linéaire :

Problème 1







































ax+by+c≤ 0

dx+ey+ f ≤ 0

gx+hy+ i ≤ 0

Min[y2 = y−y1x]

ou Problème 2







































ax+by+c≤ 0

dx+ey+ f ≤ 0

gx+hy+ i ≤ 0

Max[y2 = y−y1x]

Nous obtenons un système à 6 contraintes correspondant aux six(6) côtés d’un hexagone dans le

cas du dual d’un hexagone :
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Problème 1



















































































ax+by+c≤ 0

dx+ey+ f ≤ 0

gx+hy+ i ≤ 0

jx+ky+ l ≤ 0

mx+ny+q≤ 0

rx+sy+ t

Min[y2 = y−y1x]

ou Problème 2



















































































ax+by+c≤ 0

dx+ey+ f ≤ 0

gx+hy+ i ≤ 0

jx+ky+ l ≤ 0

mx+ny+q≤ 0

rx+sy+ t

Max[y2 = y−y1x]

Si le polytope est constitué de plusieurs côtés, son dual se ramène à un problème de programmation

linéaire qui comprend plusieurs inéquations.

Dual d’un cercle et d’un disque

Le cercle analytique discret a été défini dans le chapitre 1.

Définition 49. (Dual d’un cercle et d’une de centre (x0, y0) et de rayon r) Soit C un cercle de

centre O(x0, y0) et de rayon r. Le dual de C est l’ensemble des points M(a, b)∈ R2 vérifiant b=y-ax,

avec(x− x0)
2+ (y− y0)

2 = r2 définissant l’équation du cercle C. Le dual du disque Cd associé à

C est défini par l’ensemble des points M(a, b)∈ R2 vérifiant b=y-ax, avec(x−x0)
2+(y−y0)

2 ≤ r2

définissant Cd.

La proposition 50[123] sur l’intersection d’une droite et d’une hyperpole est utilisée pour établir

la preuve du dual d’un cercle et d’un disque.

Proposition 50. (Intersection d’une droite et d’une hyperbole[123]) Soit H : x2

a2 − y2

b2 −1 = 0 une

hyperbole et une droite D : y=mx+n. L’ intersection de D et H est donnée par :











y= mx+n

x2

a2 − y2

b2 −1= 0

– Si a2m2−b2 = 0 (m=±b
a)

– si n=0, il n’y a pas de solution. Par exemple, les asymptotesde l’hyperpole ;

– si n 6=0, il existe une solution unique. Par exemple, une droite parallèle à une asymptote cou-

pant l’hyperbole en un point ;
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– Si a2m2−b2 6=0, on poseδ=4[a4m2n2−a2(a2m2−b2)(n2+b2)]

– δ<0, la droite D n’intersecte pas l’hyperbole H ;

– δ = 0, la droite D est tangente à l’hyperbole H ;

– δ>0, la droite D et l’hyperbole H ont deux points d’intersection.

La preuve de cette proposition 50 est fournie en [123].

La proposition 51 que nous proposons permet de déterminer ledual d’un cercle, et d’un disque de

centre O(0, 0) et de rayon R :

Proposition 51. (Dual d’un cercle, et d’un disque de centre O(0, 0) et de rayonR) Soit C(O(0,0), R)

un cercle de centre O et de rayon R le dual de C est l’ensemble dedroites de l’espace de paramètres,

tangentes à l’hyperbole y2
2−R2y2

1 = R2.

Le dual du disque est alors défini par l’ensemble des points del’espace de paramètres vérifiant

y2
2−R2y2

1≤ R2.

Démonstration.Soit A(xa, ya) un point appartenant au cercle C(O(0,0), R). Nous avons alorsx2
a+y2

a =

R2. Le dual de A est défini par l’ensemble des points (y1, y2) de l’espace de paramètres vérifiant

y2 = ya−xay1.

Résolvons le systèmey2 = ya−xay1 et y2
2−R2y2

1 = R2

C’est- à- direy2 = ya−xay1 et y2
2

R2 −y2
1−1= 0

En appliquant la proposition 50, avecX = y2, Y = y1, a= R, b= 1, m= −1
xa

, n= ya
xa

Si a2m2− b2 = 0, commea2m2− b2 = R2(−1
xa
)2− 1 alorsxa =±R. Commex2

a+y2
a = R2, alors

ya = 0(n=0 également). D’oùy2 = Ry1 et y2 =−Ry1. Avecxa = 0, nous auronsy2 = Ret y2 =−R

Si a2m2−b2 6=0, (xa 6=±R) δ=4[a4m2n2−a2(a2m2−b2)(n2+b2)] ⇐⇒δ=4R2(
y2

a−R2+x2
a

x2
a

)

Pour le cercle, nous avonsy2
a+x2

a = R2 δ devientδ=0, la droite D est tangente à H

Et pour le disquey2
a+x2

a≤ R2 , δ <0, la droite D ne touche pas l’hyperbole.

La figure 2.20 illustre le dual d’un cercle et d’un disque centré en (0, 0) et de rayon 2 :
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(a) (b) (c)

FIGURE 2.20 – Dual d’un disque

Nous généralisons ce dual à un cercle de centre o(x0,y0) et de rayon R par la proposition 52.

Proposition 52. (Dual d’un disque de centre (x0 y0) et de rayonR). Soit le dual de cercle de centre(x0

y0) et rayon R, est caractérisé par l’hyperbole(y2−g
R )2−y2

1−1= 0 avec g=y0-x0y1

Démonstration.Soit A(xa+ x0, ya+ y0) un point appartenant au cercle C(O(x0 y0), R). Nous avons

alorsx2
a+y2

a = R2. Le dual de A est défini par l’ensemble des points (y1, y2) de l’espace de paramètres

vérifianty2 = ya+y0− (xa+x0)y1.

Résolvons le systèmey2 = ya+y0− (xa+x0)y1 et (y2−y0+x0y1
R )2−y2

1−1= 0

Nous aurons par substitution eny2 , (ya−xay1
R )2−y2

1−1= 0. Ce qui aboutit à la proposition 51.

La figure 2.21 illustre cette proposition.

Abdoulaye SERE -94- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Chapitre 2 : Discrétisation et extension du dual d’un pixel

FIGURE 2.21 –Cercle continu et son dual

Dual d’un pavé concave

Dans le cas de grilles irrégulières isothéthiques à pavés concaves, le dual d’un pavé peut être

déterminé à partir du dual de son enveloppe convexe.

L’enveloppe convexe est définie par :

Définition 53. (Enveloppe convexe[113]) Soit O⊆ Rn un objet discret, l’enveloppe convexe de O

notée conv(O) est la plus petite partie convexe deRn qui contient O. On a :∀(A, B) (conv(O))2 alors

[A, B]⊆conv(O) où Conv(O) désigne la partie convexe de O.

Nous proposons la définition du dual d’un pavé concave :

Proposition 54. (Dual de pavé concave) Soit O⊆ Rn un objet discret tel qu’il n’existe pas un hyper-

plan continu H avec H∩O=/O divisant O en deux objets discrets distincts. Le dual de O est équivalent

au dual de conv(O) .

Démonstration.Raisonnons par l’absurde. SoitO⊆ Rn un objet discret tel qu’il n’existe pas un hy-

perplan continu H avec H∩O=/O divisant O en deux objets discrets distincts.Soit p∈Dual(ConV(O))

tel que p/∈Dual(O). Le dual de p est un hyperplan qui touche ConV(O). L’hyperplan issu de p traverse

O sans le toucher, sinon il existerait un point p’de O (touchépar ce hyperplan) tel que Dual de p’

passe par p et alors p∈Dual(O) .
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La proposition 54 permet de transformer les pavés concaves en pavés convexes dans l’objectif de

déterminer leur dual. Voici un exemple d’un objet concave en2.22a, et son enveloppe convexe en

2.22b, dans la figure 2.22

(a) (b)

FIGURE 2.22 – Objet concave en 2.22aet son enveloppe convexe en 2.22b

La proposition 54 est illustrée par la figure 2.23.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)

(h) (i)

FIGURE 2.23 – Dual d’un pavé concave et de son enveloppe convexe

La figure 2.23 montre un pavé et ses composants en 2.23a et en 2.23b. Leurs duals sont déterminés

en 2.23cet en 2.23d. En 2.23e, nous avons un pavé concave et son dual calculé en 2.23f et en 2.23g.

En 2.23h, un pavé rectangulaire représente l’enveloppe convexe du pavé concave en 2.23e. Le dual

de ce pavé rectangulaire est établi en 2.23i.

Les duals déterminés dans cette section ont des applications en tracé de rayon ou en synthèse

d’image pour savoir quels sont les rayons d’une source lumineuse qui touche tels objets. La scène est

Abdoulaye SERE -97- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Chapitre 2 : Discrétisation et extension du dual d’un pixel

représentée en dimension 3.

La projection en dimension 2 de la scène permet de savoir si l’objet est touché par un rayon de la

source lumineuse, en appliquant le dual des objets et de la source lumineuse.

2.5.2 Préimage des formes géométriques

La préimage de disques est une intersection d’un ensemble deduals de disques, par analogie à

la définition de la préimage de polytopes convexes définie parMartine Dexet[1]. La préimage de

disques est une intersection d’aires encadrées par des courbes hyperpoliques. Il permet d’établir un

algorithme de reconnaissance de droites analytiques, basésur le dual du disque comme le montre

la figure 2.24 : en 2.24a, nous avons les duals de trois cerclesCA, CB, CC et leur préimage qui une

intersection d’hyperpoles. En 2.24b, une droite continue traversant des cercles.

(a) (b)

FIGURE 2.24 – Préimage de cercles

De plus, dans la figure 2.25, nous avons un ensemble de pavés concaves traversés par une droite

continue.
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FIGURE 2.25 –Préimage de pavés concaves

2.5.3 Propriétés de la préimage généralisée

Cette section introduit quelques propriétés rélatives à lapréimage généralisée [1].

Nous démontrons par la proposition 55 que le polygone obtenuavec la préimage généralisée de

pixels, est convexe. Cela a été initialement noté par Martine Dexet[1] sans la démonstration.

Proposition 55. (Convexité de la préimage généralisée) Soit D={p1,p2,...,pn−1,pn} un ensemble de

pixels appartenant à une droite standard ou supercouverture non verticale tels que Card(D)≥ 2. La

préimage généralisée de D notéeG(D) est un polygone convexe.

Démonstration.Comme Card(D)≥2,∃A(a1,a2) et B(b1,b2) des points continus tel que (A, B)∈G(D)2

. Les droites continues (D1) :y=a2+a1x et (D2) :y=b2+b1x touchent les pixelspi . Alors,∃Ci=D1∩pi ,

etC′i =D2∩pi avecCi(c1i ,c2i) ), C′i (c
′
1i ,c
′
2i)) et c1i=c′1i .

Nous avons











c2i = a1c1i +a2⇐⇒ λc2i = λa1c1i +λa2

c′2i = b1c1i +b2⇐⇒ (1−λ )c′2i = (1−λ )b1c1i +(1−λ )b2

avec 0≤λ≤1

D’où λc2i +(1−λ )c′2i = (λa1+(1−λ )b1)c1i +λa2+(1−λ )b2

Comme chaque pixel est un carré, donc un objet convexe, le point Mi(c1i , λc2i +(1−λ )c′2i) ap-

partient au pixelpi . Tout les pointsMi appartiennent à la droite (δ ) : Y=(λa1+(1−λ )b1)X+λa2+

(1−λ )b2. Alors (δ ) traverse tous lespi .

Donc le pointAλ (λa1+(1−λ )b1, λa2+(1−λ )b2) appartient àG(D)

Finalement











(A,B) ∈G(D)2

Aλ (λa1+(1−λ )b1,λa2+(1−λ )b2) ∈G(D)2
⇐⇒G(D)2 est un polygone convexe

Cette propriété permet d’obtenir des points paramètres de droites euclidiennes traversant des pixels,
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à partir des sommets du polygone convexe.

La figure 2.26 montre des droites continues traversant des pixels et illustre la proposition 55.

FIGURE 2.26 –Zone de passage des droites continues dans une droite standard

Cette convexité de la préimage généralisée permet de déterminer des points internes à partir des

sommets de la préimage généralisée.

Proposition 56. (Inclusion de la préimage généralisée) Soit S={s1,s2,...,sn−1,sn} un ensemble de n

hypervoxels en dimension k qui appartiennent à un hyperplannaïf ou standard.

Nous avons :
⋂

1≤i≤n
Dual(si)⊂

⋂

1≤i≤m
Dual(si), où m≤n

Démonstration.Nous voyons que avecm≤n

⋂

1≤i≤n
Dual(si) = (

⋂

1≤i≤m
Dual(si))∩ (

⋂

m≺i≤n
Dual(si))

La figure 2.27 illustre cette proposition où nous voyons l’inclusion des deux préimages générali-

sées.
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FIGURE 2.27 – Préimage imbriquée

La proposition 56 signifie que la préimage d’un hyperplan mince est incluse dans la préimage

d’un hyperplan naïf. Cette dernière est une partie de la préimage d’un hyperplan analytique standard,

incluse dans la préimage d’un hyperplan analytique supercouverture.

Proposition 57. (Intersection de preimages)

On pose O= {o1,...,on} et P={p1,...,pm} deux ensembles d’hypervoxels deRn tels que O et P

forment des hyperplans analytiques discrets distincts.

On pose GP(O) =
⋂

1≤i≤n
Dual(oi) et GP(P) =

⋂

1≤i≤m
Dual(pi) les préimages généralisées. Soit x un

pavé commun à O et P. Il existe au moins deux points continusα et β tels queα ∈ GP(O) etβ ∈
GP(P). Dual(α) ∩ Dual( β ) ∩ x n’est pas vide.

Démonstration.D’aprèsla définition de la préimage généralisée

GP(O) =
⋂

1≤i≤n
Dual(oi) et GP(P) =

⋂

1≤i≤m
Dual(pi), tout pointα∈ GP(O) (respectivementβ ∈

GP(P) ) est un point dont les coordonnées sont des paramètresdes hyperplans continus traversant les

hypervoxels O={o1,...,on} (respectivement P={p1,...,pm} ). Comme x est situé dans la zone d’inter-

section des hyperplans, nous obtenons que x∩ (Dual (α) ∩ Dual(β )) n’est pas vide.

La proposition 57 permet d’établir la reconnaissance des points d’intersections des hyperplans

analytiques.
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2.6 Intersection des hyperplans analytiques

L’intersection des objets discrets est un problème fondamental en géométrie. Le problème de l’in-

tersection des droites discrètes a été traité par Nehlig[81, 80].

Nous allons déterminer l’intersection des hyperplans analytiques dans un environnement bruité, en

passant par la reconnaissance des hyperplans analytiques.

2.6.1 Concepts

Partant de la méthode de l’espace dual généralisé, nous posons une base de compositions de trans-

formations1 pour identifier d’autres formes géométriques notamment lespoints communs à plusieurs

droites discrètes.

D’abord, nous introduisons quelques définitions et une proposition.

Définition 58. (Composition de transformées) Soitω : N −→N-{0} une fonction de changement de

variables. Soitζ={ ξ1 ...ξm+1 } un ensemble de m espaces :ξi⊂Rω(i). Soit F={ fi | avec1≤ i ≤m} un

ensemble de m fonctions ou transformées par fi : ξi −→ ξi+1 qui associe un object X deξi à un objet

Y deξi+1. Nous appellons la composition de transformées avec les ensemblesζ et F, la fonction C

définie par C= fmo fm−1o...o f2o f1.

Soitζ={ξ1, ξ2, ξ3 } trois espaces avecξ1⊂R2, ξ2⊂R2, ξ3⊂R2. Nous définissonsf1(x0, y0) ={(a,b)∈ξ2

\ b=y0-x0a} avec (x0, y0) ∈ξ1 et f2(x1, y1) ={(a,b)∈ξ3 \ b=y1-x1a} avec (x1, y1) ∈ξ2 . La fonction de

changement de variableω est : {1,2}−→{2} telle que ω(1)=2 etω(2)=2.

Nous voulons attribuons un poids à chaque point deξi . Ce qui signifie qu’un point deξi est

représenté par l’information (αi , M(x1, x2,...,xn))∈ NxRn, oùαi est le poids correspondant à M.

Une fonction de poids consistera à associer un entier à un point.

Définition 59. (2-pondération) Soitξi ⊂ R2 un espace. Soit Vi : ξi −→ N une fonction où Vi(P) est le

nombre de polygone deξi qui contient P. le 2-pondération de P est Vi(P).

Cette définition 59 peut être généralisée à une dimension supérieure.

1. Une transformation est une fonction d’un ensemble A vers un ensemble B. La transformée est le résultat de la
transformation, cela correspond aux éléments de l’ensemble B.
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Définition 60. (k-pondération) Soitξi ⊂Rk un espace et soit Vi : ξi −→N une fonction où Vi(P) est le

nombre de polytope contenant P avec k=dim(ξi) : la valeur Vi(P) est alors appelée le k-pondération

de P.

Dans la figure 2.28, les points continus des ensembles A et B ont une 2-pondération de valeur 1.

Les points A∩B ont une 2-pondération de valeur 2.

(a) A (b) B (c) A∩B

FIGURE 2.28 – Champs poids

Nous introduisons également une fonction de sélection.

Définition 61. (Fonction de sélection) Soit Vi : ξi −→ N une fonction de pondération. La fonction

définie parδi,γ : ξi −→ ξi où γ est un paramètre de seuil tels queδi,γ={X∈ξi | Vi(X)≥γ } est appélée

fonction de sélection .

A partir de la définition de la preimage généralisée, nous introduisons la proposition suivante :

Proposition 62. Soit S={s1,s2,...,sn−1,sn} un ensemble de n hypervoxels en dimension k qui appar-

tiennent à un hyperplan naïf ou standard.

Nous avons :∀P∈GP(S) =
⋂

1≤i≤n
Dual(si), V(P)=card(S) , où V(P) est un k-pondération de P.

Démonstration. Selon[2], quand S={s1,s2,...,sn−1,sn} appartient à un hyperplan, GP(S) est un poly-

tope qui est l’intersection du dual de chaque hypervoxel. Donc∀P∈GP(S), V(P)=card(S) .

2.6.2 Description de la méthode

Dans cette section, nous nous focalisons sur l’intersection des hyperplans analytiques.

Regardons des cas où nous avons des points discrets en intersection. Cela se produit dans les cas

où des hyperplans sont parallèles ou sécantes. Le parallélisme est le fait d’avoir deux hyperplans
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équivalents[15] c’est à dire qu’ils diffèrent seulement par une translation, tandis que dans le cas des

hyperplans sécantes, les hyperplans n’ont pas la même direction. D’après la définition d’une droite

analytique discrète avec absence de 0-tunnel, leur intersection peut conduire à des points discrets.

La figure 2.29 met en évidence deux droites analytiques parallèles en 2.29a et en 2.29b avec des

pixels communs en gris en 2.29c. La figure 2.30 montre deux droites analytiques en 2.30a, en 2.30b

et sécantes en 2.30c.

(a) (b)

(c)

FIGURE 2.29 – Deux droites analytiques parallèles

(a) (b)

(c)

FIGURE 2.30 – Deux droites analytiques sécantes
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En Géometrie euclidienne, l’hyperplan est un ensemble de points infini tandis qu’en Géometrie

discrète, nous avons des segments à cause de la taille limitée de l’image. La préimage généralisée[2]

contient des paramètres de l’hyperplan continu qui traverse des hypervoxels de l’espace image. Le

terme approprié devrait être la reconnaissance des hyper-segments analytiques.

La figure (2.31) montre des segments de droites continues traversant des pixels. Nous voyons des

segments de droites continues traversant plus de pixels qued’autres. Cela résulte de la proposition

(56) concernant l’inclusion de la préimage.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-2
-1
0
1
2
3
4
5
6

FIGURE 2.31 –Droite analytique et segment continu

Le traitement consiste d’abord à déterminer les hyperplansanalytiques par l’algorithme proposé

par Martine Dexet[2] concernant la reconnaissance des hyperplans naïfs et standard. Ensuite, nous

traitons la préimage généralisée pour obtenir l’intersection. L’intersection des hyperplans analytiques

crée un champ qui peut contenir des points discrets. Les propriétés des hyperplans analytiques ont été

étudiées dans [11] et dépendent des valeurs deω où nous obtenons des hyperplans minces, épais, naïf,

standard. Nous savons alors qu’avec certaines valeurs deω [11], nous pouvons avoir facilement une

intersection vide à cause des tunnels. Il est également possible qu’avec l’influence du bruit, les points

discrets communs ne soient pas bien représentés dans l’image. Pour cette raison, nous sommes inté-

ressés aux paramètres d’intersection, les points continusdont leur discrétisation permettra d’obtenir

les points discrets.

Notons qu’en géométrie euclidienne, un segment de droite appartient à une droite continue, tan-

dis qu’en géométrie discrète un segment est un ensemble fini de points discrets qui appartiennent à

plusieurs droites discrètes. Cela est montré par la figure 2.32.
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b

bb

b

FIGURE 2.32 – Intersection de droites analytiques

Dans la figure 2.32, nous avons l’intersection de deux droites analytiques où nous voyons les pixels

commun en vert. Nous observons également un polygone communcontenant ces pixels. Ce polygone

est la zone d’intersection des droites continues. Quatre cas d’intersection de droites continues sont

possibles dans la figure 2.33 : en 2.33a le cas où le point d’intersection se trouve dans un carré, en

2.33b le point d’intersection est sur un côté vertical de deux pixels ; en 2.33c le point d’intersection

est un sommet d’un pixel et en 2.33d le point d’intersection est sur un côté horizontal de deux pixels.

Nous avons également dans la figure 2.33, dans chacun des cas,la discrétisation supercouverture du

point continu, illustrée.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 2.33 –Cas d’intersection de deux droites continues dans une grille carrée

Un autre cas apparaît quand une droite continue appartient àdeux droites analytiques parallèles.

Cela signifie que les pixels traversés par cette droite continue sont les points discrets à retenir. La

figure 2.34 montre une droite continue en vert, et une autre enrouge qui appartiennent à deux droites

analytiques.
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b

b

FIGURE 2.34 – Intersection de deux droites analytiques

Le problème d’intersection de droites continues peut se voir aussi dans le cas de grilles isothétiques

pour détecter des points discrets. En grilles isothétiques, nous déterminons le dual des rectangles puis

aboutir à leur intersection. La figure 2.35 met en évidence l’intersection de deux droites dans une

grille irrégulière isothétique en suivant la même logique que dans le cas de grille carrée.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 2.35 – Intersection de deux droites continues dans le cas d’une grille isothétique

En considérant une intersection de droites naïves ou standard, nous souhaitons établir une relation

entre le dual d’un polygone et l’intersection de la préimagede chaque droite.

Cette analyse peut être généralisée en dimension supérieure pour les hyperplans. Si les hyper-

plans sont supercouvertures, leur intersection revient à faire une discrétisation supercouverture des

points continus communs à l’intersection de leurs droites continues. De même, si les hyperplans sont

naïfs, les points continus obtenus conduisent à des points discrets par une discrétisation naïve. Le cas

d’hyperplans standard est inclu dans le cas d’hyperplans supercouvertures à travers leurs définitions

respectives.
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b

b

(a)− |4|+|7|2 ≤ 4x−7y+13.5< |4|+|7|
2

b

b

(b)− |4|+|7|2 ≤ 4x−7y+13.5≤ |4|+|7|2

FIGURE 2.36 – Droites analytiques

b

bb

b

FIGURE 2.37 – Intersection de droites analytiques

Le résultat de l’intersection de deux hyperplans analytiques discrets vérifie la proposition 57.

Si l’intersection ne contient pas de points discrets, il estpossible qu’un point continu appartient à

chaque hyperplan. Cela pourrait se produire facilement avec les hyperplans naïfs dont l’épaisseur est

plus petite que celle d’un hyperplan standard.

Soient (∆1) et (△2) des hyperplans naïfs ou standard en dimension n tels que (∆1) et (△2)

possèdent des points discrets communs ou non. Nous posons (∆1) ={ p1,...,pn} et ( ∆1) ={ o1,...,on′}.

Notre objectif est la reconnaissance des points (∆1) ∩ (△2) . Nous posons le système :







GP(∆1) =
⋂

1≤i≤n(dual(pi))

GP(∆2) =
⋂

1≤i≤n′(dual(oi))
(2.3)

Selon [2], les ensemblesGP(∆1) etGP(∆2) contiennent les paramètres des hyperplans continus qui

passent par respectivement par les pointspi et oi : Le dual(GP(∆1)) et le dual(GP(∆2)) représentent
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ces hyperplans correspondant. Finalement, avec la dualité, nous pouvons conclure que les ensembles

dual(GP(∆1)) ∩dual(GP(∆2)) sont des paramètres des hyperplans qui passent parGP(∆1) etGP(∆2).

cette méthode conduit à la relation :

( ∆1) ∩ (△2) ≃dual(GP(∆1)) ∩dual(GP(∆2))=GPP((∆1),(△2)).

Définition 63. (Intersection des duals des préimages généralisées)Soient O= {O1,...,On} et P={p1,...,pm}

respectivement des ensembles d’objets deRn tels que O et P appartiennent respectivement à des hy-

perplans analytiques discrets distincts. Soit GP(O) =
⋂

1≤i≤n
Dual(Oi) et GP(P) =

⋂

1≤i≤m
Dual(pi) res-

pectivement la préimage généralisée de O et P. Nous appelonsl’intersection des duals des préimages

généralisées, l’ensemble des points définis par

GPP(O,P)=dual(GP(O))∩ dual(GP(P)) .

La préimage de la préimage généralisée (GPP) représente l’intersection des hyperplans analytiques

discrets.

Plaçons nous dans le cas d’un espace 2D. Soitf1 une fonction dual etf2 son dual inverse. On

poseG= f2o f1. Dans la figure 2.38, nous voyons le dualf1 des points continus alignés en (2.38a)

et en (2.38b). Nous obtenons des points de la préimage dans l’espace de paramètres. Nous avons

sélectionné seulement des points de la préimage ayant le plus fort poids, c’est à dire un nombre de

votes par rapport à un seuil.

b

b

b

bb

b

0

1

2

3

0 1 2 3

(a) Points

b

b

0

1

2

3

0 1 2 3

(b) dual f1

FIGURE 2.38 – Fonction f1

Dans la figure (2.39), la fonctionf2 réalise l’inverse du dual de la préimage de polytopes trou-

vés dans l’espace paramètres[1, 2]. Les fonctionsf1(x0, y0) ={(a,b)∈ξ2 \ b=y0-x0a} et f2(x1, y1)

={(a,b)∈ξ1 \ b=y1+x1a}. Le domaine de définition def2 est un ensemble de points sélectionnés de la

préimage.
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b

b

0

1
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0 1 2 3

(a) Paramètres

b

0

1

2

3

0 1 2 3

(b) dual f2

FIGURE 2.39 – Fonction f2

La fonctionG= f2o f1, avec des contraintes surξ2 c’est à dire sur le domaine de définition, établit

une relation entre un ensemble de points de l’espace image etl’intersection résultante.

b

b

b

bb

b

0

1

2

3

0 1 2 3

(a) Points

b

0

1

2

3

0 1 2 3

(b) Intersection

FIGURE 2.40 –Fonction composée G= f2o f1

Au lieu de prendre des points continus, nous considérons despixels. C’est le dual des polygones

de l’espace de paramètres qui doit être déterminé.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 2.41 –Préimage de trois pixels

Nous observons dans la figure (2.41), en (2.41a) deux pixels et l’intersection de leurs duals en

(2.41c). La préimage de trois pixels est représentée par le champ noir en (2.41d). Cette préimage est

incluse dans la préimage des deux pixels.
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b

bb

b

(a)

b

bb

b

(b)

FIGURE 2.42 – Intersection des droites analytiques supercouvertures

Nous obtenons des points discrets en prenant des losanges communs à l’intersection des droites

continues, mise en évidence dans la figure 2.43.

b

bb

b

(a)

b b

b

bb

b

(b)

FIGURE 2.43 – Intersection de droites naïves

Soient C et C’ des compositions de transformées. Soit I une image initiale déjà traitée avec des

filtres. Soitδi,γ une fonction de sélection. La fonction finale R montrant les points d’intersection

est alors R =[C’oδi,γo C(I)]* où le symbole * signifie [C’oδi,γo C(I)]o[C’oδi,γ o C(I)]o...o[C’oδi,γo

C(I)]o[C’oδi,γ o C(I)].

2.6.3 Algorithme de reconnaissance

Nous proposons l’algorithme 2.2 pour la reconnaissance de l’ensemble des points d’intersection.
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Algorithme 2.2 Reconnaissance des intersections des hyperplans analytiques
Données :
Soient Ou,mi ={ou,1, ou,2,...,ou,mi−1, ou,mi } une famille de n ensemble d’objets sélectionnés appartenant
à un hyperplan analytique dans l’espace image, avec1≤ u≤ n et mi∈{m1,..,mn}. u est un indice pour
les ensembles et mi le nombre d’éléments de chaque ensemble.
Par exemple O1,3={o1,1, o1,2, o1,3} et O2,4={o2,1, o2,2, o2,3, o2,4}.
Soit S ={GP1(O1,m1),..., GPn(On,mn)} un ensemble de n éléments sélectionnés associés à une préimage
généralisée dans un espace de paramètres.
Début

PGP←dual(GP1)
i←2
Tant que PGP6= Ø and i≤ n Faire

PGP←PGP∩ dual(GPi)
i←i+1

FinTantque
Si PGP6= Ø alors

lesOu,mi ont des points commun dans PGP.
Sinon

lesOu,mi n’ont pas de points communs dans PGP.
FinSI

Fin

La complexité de l’algorithme dépend de deux actions. La première consiste à obtenir l’ensemble

des paramètres des polytopes. La seconde porte sur le traitement du dual des polytopes afin d’obtenir

l’ensemble des intersections.

Nous allons généraliser cette procédure à la détection de nouvelles formes, où il existe des contraintes

spécifiques internes construites sur la base de formes basiques : par exemple pour la reconnaissance

de cercles analytiques, nous pouvons considérer la condition d’avoir des centres de cercles alignés.

Ce problème se ramène à réaliser des compositions de fonctions. La résolution d’un tel problème

implique une méthode de reconnaissance du cercle analytique.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’influence de l’épaisseur sur les courbes analytiques dis-

crètes qui peut jouer sur leur identification.

Nous avons également proposé une définition large d’une courbe analytique discrète bruitée qui

prend en compte la définition d’une courbe discrète bruitée d’Isabelle[113].

Les duals d’un rectangle, d’un cercle et d’un pavé concave ont été déterminés. Ces duals sont
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nécéssaires dans l’élaboration des algorithmes de reconnaissance de formes.

Nous avons utilisé le dual d’un pixel et la définition de la préimage généralisée pour étudier l’in-

tersection des hyperplans analytiques.

En perspective, l’application des duals d’un rectangle, d’un cercle et d’autres formes géométriques

dans le cadre de tracé de rayon peut être étudiée. Une programmation de l’intersection des droites

discrètes reste à envisager, en prenant en compte la programmation de la reconnaissance des hyper-

plans analytiques réalisée dans le modéleur[1]. La composition des fonctions peut s’étendre à d’autres

formes comme l’intersection de cercles analytiques, l’alignement des centres des cercles analytiques,

ayant des applications en cartographie.
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3.1 Introduction

Ce chapitre présente une méthode de reconnaissance d’hypersphères analytiques basées sur la

médiatrice généralisée. Cette méthode prend en compte les grilles irrégulières et l’aspect bruité de

l’image. Nous nous intéressons à la reconnaissance de l’hypersphère analytique discrète définie par

Eric Andres[12, 86].

Nous allons étendre la médiatrice généralisée pour obtenirla reconnaissance du cercle analytique
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discret bruité dans la section 3.2. Nous terminons ce chapitre en déterminant la médiatrice généra-

lisée de pavés bruités qui permet d’établir une définition d’un cercle discret bruité et sa méthode de

reconnaissance.

3.2 Reconnaissance de cercles analytiques bruités

Dans cette section, nous allons présenter la transformée deHough paramétrée et montrer comment

la médiatrice généralisée peut être utilisée dans la reconnaissance du cercle analytique.

3.2.1 Transformée de Hough étendue au cercle analytique

La transformée de Hough proposée dans le cadre de la reconnaissance du cercle conduit à un

espace de paramètres à trois paramètres a, b et r avec l’équation (x−a)2+(y−b)2 = r2. A chaque

point (xi ,yi) du cercle continu, on lui associe le cercle(xi−a)2+(yi−b)2 = r2 de paramètres a, b, r

dans l’espace de paramètres.

En appliquant cette méthode aux points continus d’un pixel central contenant le centre discret

comme dans la figure 3.1, nous voyons que les cercles continustouchent les pixels du cercle discret.
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b b

bb

b

bb

b

FIGURE 3.1 – Transformée de Hough étendue d’un carré

Inversement, avec des pixels du cercle discret, nous voyonsdans la figure 3.2 que les cercles

continus générés touchent le pixel central. Cela permet d’établir la reconnaissance d’arcs discrets

analytiques ou de cercles discrets analytiques. En fixant lerayon ou en le faisant prendre des valeurs

successives et en appliquant la même méthode, nous obtenonsla reconnaissance du cercle analy-

tique avec plusieurs rayons. Pour l’hypersphère, cette méthode engendre un espace de paramètres à

plusieurs paramètres.
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FIGURE 3.2 – Transformée de Hough étendue de deux carrés

Une alternative possible qui élimine ce problème de plusieurs paramètres est la méthode de la

médiatrice.

Dans les sections suivantes, nous allons étudier la médiatrice de deux points continus qui sera

étendue par la suite à la médiatrice généralisée de deux regions afin d’aboutir à la reconnaissance du

cercle analytique bruité.

3.2.2 Définition de la médiatrice généralisée de deux régions

La médiatrice de deux points continus A et B dans le planR2 est une droite orthogonale au segment

[AB] passant par son milieu.
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L’idée est d’étendre la médiatrice de deux points continus àla médiatrice de deux régions, en vue

d’obtenir la reconnaissance du cercle analytique et de l’hypersphère analytique. Soit A et B deux

points deRn. la médiatrice de deux points A et B est l’ensemble des pointséquidistants de A et B.

Tous les points de cet ensemble sont des centres de l’hypersphère continue qui passe par les points A et

B : cela correspond à l’hyperplan orthogonal au segment [AB]en son milieu. Notre démarche consiste

à remplacer les points A et B par deux objetsO1 et O2, d’où la notion de médiatrice généralisée.

La figure3.3 montre une médiatrice de deux points continus A et B et le passage à la médiatrice

des bipoints issus deO1 et deO2 enR2.

b A

b B

b

(a)

b O1

b O2

b

(b)

FIGURE 3.3 – Médiatrice de deux points continus et médiatrice généralisée

La médiatrice généralisée de deux régions deRn est alors définie comme suit :

Définition 64. (médiatrice généralisée de deux régions[126])Soient O1 et O2 deux régions deRn. La

médiatrice généralisée de O1 et O2 est l’ensemble des points appartenant à l’union des médiatrices

de chaque couple de points continus (A, B) tels que A∈ O1 et B∈ O2.

Dans la figure 3.4, nous observons en 3.4a la médiatrice généralisée de deux objetsO1 et O2.

L’union des points de la médiatrice des bipoints (A, B) tels que A∈O1 et B∈O2 constitue la média-

trice généralisée. En 3.4b, nous montrons des cercles coupant deux pavés rectangulaires. Les centres

de ces cercles forment la médiatrice généralisée.
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(a) (b)

FIGURE 3.4 – Médiatrices généralisées de deux régions

Cette définition peut s’étendre à des dimensions supérieures, comme en dimension 3 représentée

par la figure 3.5, avec deux pavés 3D.

FIGURE 3.5 – Médiatrice généralisée de deux régions.

De plus, lorsque nous avons des cubes, leur projection nous conduit à la médiatrice de deux pixels.

Ce qui implique que la médiatrice des cubes peut être déduitede la médiatrice des pixels à l’aide des

projections. Ce qui signifie qu’une alternative consiste à ramener le problème de la reconnaissance de

sphère à un problème de reconnaissance de cercles dans des espaces d’axes XY, YZ, XZ. Le temps

de traitements est multiplié par trois car nous avons à établir la reconnaissance de cercles dans trois

images de dimension 2 correspondant aux axes XY, YZ, XZ. La figure 3.6 illustre une projection

suivant un axe de deux cubes et une sphère où la projection de la sphère touche les carrés.
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FIGURE 3.6 – Médiatrice généralisée de deux régions et une projection

Proposition 65. Soient O1 et O2 deux régions deRn. Si O1 ∩O2 6=⊘ alors la médiatrice généralisée

de O1 et O2 est l’ensemble des points de l’espaceRn.

Démonstration.Il existe une infinité d’hypersphères deRn passant part un point deRn

La proposition 65 signifie que nous ne devons pas chercher deshypersphères passant par deux régions

non disjointes. La figure 3.7 illustre cette proposition avec plusieurs cas en 3.7a, en 3.7b et en 3.7c,

avec des régions représentées par des carrés(pixels).

b b

(a)

b

b

(b)

b

b

(c)

FIGURE 3.7 – Deux régions non disjointes

Nous souhaitons trouver les centres de cercles qui touchentdeux régions deR2. Pour cela soient

Oi une région deR2 et ω(xω ,yω ) un point deR2. Nous établissons deux distances euclidiennes

di(ω)=min(d(ω, Oi ) ) et Di(X) =max(d(ω, Oi ) ). La figure 3.8 montre une région pixelOi et les

positions relatives du centre de cercleω avec les distancesdi et Di correspondant aux flèches colo-

rées. Les rayonsr i des cercle passant par une région pixelOi , centré enω, vérifientdi ≤ r i ≤ Di .
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FIGURE 3.8 –Positions deω par rapport à une région pixel

Si Oi ={O1, O2 }, quelques configurations des centres de cercleω sont montrées par la figure 3.9.
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(i)

FIGURE 3.9 –Positions deω par rapport à O1 et O2

Avec ces configurations, nous construisons la médiatrice généralisée en ayant à l’idée que siω est

un centre de cercle de rayon r passant parO1 et O2 alors r vérifie le système suivant :
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d1(ω)≤ r ≤ D1(ω)

d2(ω)≤ r ≤ D2(ω)

Donc r n’est pas défini sid1(ω)>D2(ω) oud2(ω)>D1(ω). Les centres de cercles sur la frontière

de la médiatrice généralisée, situés entre les points où r est défini et les points où r n’est pas défini,

vérifient alorsd1(ω) = D2(ω) ou d2(ω) = D1(ω) qui permettent de déterminer les courbes de la

médiatrice généralisée. Quelque soitd1(ω) = D2(ω) ou d2(ω) = D1(ω), nous avons deux types de

courbes pour les bords de la médiatrice généralisée d’équations : une première équation(x−a)2+

(y−b)2 = (x−c)2+(y−d)2 conduit à l’équation d’une droite continue ax+by+c=0, et une autre de

la forme(x−a)2+(y−b)2 = (y−d)2 ou (x−a)2+(y−b)2 = (x−d)2 détermine l’équation d’une

parabole. Lorsqu’un centre de cercleω s’éloigne deO1 pour aller versO2, alorsd1(ω) et D1(ω)

augmentent avecd1(ω) ≤ D1(ω), tandis qued2(ω) et D2(ω) dimunient avecd2(ω) ≤ D2(ω). Les

pointsω qui ne sont pas dans la médiatrice généralisée, du côté deO2 vérifientd1(ω) ≥ D2(ω). De

même, lorsque un centre de cercleω s’éloigne deO2 pour aller versO1, nous auronsD1(ω)≤ d2(ω).

En somme, l’existence d’un centreω des cercles traversant deux régionsO1, O2 est déterminée par

l’intersection I=[d1,D1]∩[d2,D2]. Si I=Ø, il n’y a pas cercles continus. Si I=[r1, R1] 6=Ø, la plage des

rayons r vérifient r∈[r1, R1].

Nous proposons ici un algorithme qui détermine la médiatrice généralisée de deux régions.

Algorithme 3.1 Calcul de la médiatrice généralisée
Soitξ un espace image correspondant à une image composé de pixels prétraités avec un filtre ( canny
par exemple) pour obtenir les contours.
Début

pour tout Oε ξ faire
si ((dA≤ DB) et (DA≥ dB)) then

marquer O comme un centre de cercle dansξ
FinSi

FinPour
Fin

3.2.3 Propriétés de la médiatrice généralisée de deux régions

Lorsque des régions sont identiques comme deux cercles de même rayon ou deux pixels de même

taille, il apparaît certaines propriétés relatives à la médiatrice généralisée. Ces propriétés permettent

d’optimiser l’obtention de la médiatrice généralisée.
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Symétrie centrale et orthogonale

Soient deux régionsO1(xO,yO) et O2(xO′ ,yO′) deR2 .

Nous définissons la symétrie centrale de centreω(xω ,yω ) notée parSω(O1) = O2 où O1(xO,yO),

O2(xO′ ,yO′) dansR2 par le système :











xO′ = 2xω −xO

yO′ = 2yω −yO

.

Quant à la symétrie orthogonale, l’équation de la droite (O1O2) est définie par(xb−xa)(y−yb)−
(yb−ya)(x−ya) = 0.

La figure 3.10 montre la droite D, la médiatrice des centres des régionsO1 et O2. Nous avons

également dans cette figure des relations de symétrie orthogonale et de symétrie centrale enω :

SD(m) = m1, S(O1O2)(m1) = m2, S(AB)(m) = m3, Sω(m) = m2, Sω(m1) = m3. Ces relations permettent

d’optimiser l’obtention de la médiatrice généralisée.

b

(D)
b

ω

b
m

bm1
b

m2

b m3
b

b
O2

O1

FIGURE 3.10 –Symétrie centrale et orthogonale

Comme la symétrie centrale et la symétrie orthogonale sont des isométries, si un point continu

M est un centre de cercle qui touche les deux régions identiques, alors son image M’ par la symétrie

centrale ou la symétrie orthogonale conserve les distanceset par conséquent M’ est un centre de cercle

qui touche les deux régions identiques symétriques. La figure 3.11 montre deux zones symétriques.

Cela signifie que la médiatrice généralisée de deux régions identiques dans toutes les directions est une

forme symétrique par rapport à son barycentre. Si nous considèrons le tracé du bord de la médiatrice

du côté deO1, nous pouvons déduire son tracé du côté deO2 par symétrie orthogonale par rapport à

la médiatrice des centres deO1 et O2.
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FIGURE 3.11 –Zones symétriques

Pixel commun à toutes les médiatrices

Si O1 etO2 sont des pixels identiques, il existe alors un pixel centraltouché par tous les médiatrices

des couples de points deO1 et O2.

Proposition 66. Soient O1 et O2 deux pixels centrés respectivement en (xO,yO) et (xO′,yO′) et (A,

B)∈ (O1, O2)
2. Toutes les médiatrices de [AB] touche un pixel central commun.

Démonstration.Soit (A, B)∈ (O1 , O2)
2 avec A (xA,yA) et B(xB,yB)

Nous avons d’une partxO− 1
2 ≤ xA≤ xO+ 1

2 et yO− 1
2 ≤ yA≤ yO+ 1

2

et d’autre partxO′− 1
2 ≤ xB≤ xO′+

1
2 et yO′− 1

2 ≤ yB≤ yO′+
1
2

FinalementxO+xO′
2 − 1

2 ≤
xA+xB

2 ≤ xO+xO′
2 + 1

2 et yO+yO′
2 − 1

2 ≤
yA+yB

2 ≤ yO+yO′
2 + 1

2

3.2.4 Exemples de médiatrice de deux régions

LorsqueO1 et O2 sont des disques, la médiatrice généralisée est une hyperbole comme nous pou-

vons le voir dans la figure 3.12 :

FIGURE 3.12 – Exemple d’une médiatrice généralisée de deux disques
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LorsqueO1 et O2 sont des pixels, les bordures de la médiatrice généralisée sont composées alors

de droites et de paraboles suivant que le centre est située dans la zone des abscisses ou dans la zone

des ordonnées des points continus des deux pixels.

Nous obervons dans la figure 3.13 une parabole entre deux droites parallèles correspondant aux

ordonnées des sommets du pixelO2.

b

b

O2

F
0
1
2

0 1 2

FIGURE 3.13 – Parabole de foyer F

Nous obtenons la forme de la médiatrice généralisée, illustrée dans la figure 3.14.
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FIGURE 3.14 – Courbes de la Médiatrice généralisée de deux pixels

Le tableau 3.1 définit les droites et les paraboles de la figure3.14.

Droites Définition
(Dr1) médiatrice de [KL]
(Dr2) médiatrice de [KS]
(Dr3) médiatrice de [HS]
(Dr4) So(D2) = D4
(Dr5) médiatrice de [QL]
(Dr6) médiatrice de [MN]

Paraboles (Pa1) (Pa2) (Pa3) (Pa4)

TABLE 3.1 –Médiatrices et paraboles

En somme, la médiatrice généralisée est l’aire représentéedans la figure 3.15.

FIGURE 3.15 – Aire de la Médiatrice généralisée de deux pixels
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3.2.5 Reconnaissance du cercle analytique

Nous expliquons dans cette section comment nous pouvons réaliser la reconnaissance du cercle

analytique puis étendons cela à la reconnaissance de l’hypersphère analytique.

Intersection des médiatrices généralisées de deux régions

Dans l’espace euclidien, par trois points continus il passeun cercle continu unique. Nous voulons

étendre cela dans le discret en considérant trois régions, comme trois pixels, dans le but de borner

l’ensemble des centres de cercles continus qui passent par les trois régions.

Dans la figure 3.16, nous avons trois régions en dimension 2, traversées par un cercle euclidien

avec des médiatrices des points O, A et O, B. Les deux médiatrices se coupent en un point continu

qui est un centre de cercle qui passe par les trois points.

FIGURE 3.16 – Cercle passant par trois régions pixels

Définition 67. (Intersection des médiatrices généralisées[126])Les centres communs aux cercles

(CC), passant par deux régions au moins de R =(Ri)i∈[1,n] est défini par l’intersection des médiatrices

généralisées (MG) de tous les deux régions :
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CC(R) =
⋂

i, j∈[1,n],i< j
(MG(Ri,Rj)).

La définition 67 permet de trouver les centres communs à des cercles continus traversant deux régions.

Cet ensemble de centres communs est noté CC(R). La figure 3.17montre des centres communs à des

cercles traversant deux régions.

FIGURE 3.17 – Centres communs à plusieurs cercles traversant au moins deux régions(CC(R))

Nous allons montrer que chaque point de CC(R) est un centre d’au moins un cercle continu, qui

traverse toutes les régions au lieu de deux régions. Autrement dit, existe t-il un cercle continu qui

touche toutes les n régions, centré en un point de CC(R) ? Pourélucider cette question, nous al-

lons d’abord analyser le rayon d’un cercle qui touche n régions, ensuite rappeler le théorème de

Helly[121]. Lorsqueω appartient à CC(R) avecR =(Ri)i∈[1,n], alorsω appartient à chaque média-

trice généralisée d’après la définition 67 de CC(R). Pour chaque médiatrice généralisée, nous avons

I=[di ,Di]∩[d j ,D j ]=[r i j , Ri j ] 6=Ø. Notons que chaque intervalle [di ,Di ] est convexe et de dimension 1.

Rappelons le théorème de Helly[121].

Théorème 68.(Théorème de Helly[121]) Soit F={E1,E2,...,Em−1,Em} une famille finie de m sous-

ensembles convexes de En en dimension n. Si chaque (n+1) uplets d’éléments de F possède un élément

commun, alors
⋂

1≤ j≤m
E j 6=Ø.

En appliquant ce théorème[121], nous posonsEi=[di ,Di ] de dimension 1. Nous avons ici n+1=2.

Nous savons que chaque couple (Ei , EJ) correspondant à une médiatrice généralisée n’est pas vide,

alors
⋂

1≤ j≤m
E j 6=Ø. Ce qui signifie qu’il existe un cercle continu centré enω traversant toutes les

régions.
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Finalement nous proposons le théorème suivant :

Théorème 69.(Existence d’un cercle) Si l’intersection de toutes les médiatrices généraliséesCC(R)

de n régions R =(Ri)i∈[1,n], prises deux à deux n’est pas vide ie CC(R) =
⋂

i, j∈[1,n],i< j
(MG(Ri,Rj))6=Ø,

alors∀ω ∈CC(R) , il existe au moins un cercle continu centré enω qui traverse toutes les n régions

R =(Ri)i∈[1,n].

Démonstration.La preuve est une application du théorème de Helly[121] à un ensemble d’intervalles

[di ,Di ] de dimension 1.

Les figures 3.18 montrent des centres de cercles passant par plusieurs pavés de taille variée : nous

avons des centres de cercles passant par trois pixels en 3.18a, et en 3.18b, des centres de cercles

passant par des pavés de taille variée, pour prendre en compte le cas des structures multi-échelles de

l’image.

(a) (b)

FIGURE 3.18 –Intersection des médiatrices généralisées

Dans le cas de la reconnaissance du cercle naïf, une région est un losange interne d’un pixel.

Algorithme simplifié

Nous utilisons cette définition 67 pour construire un algorithme comme suit :
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Algorithme 3.2 Reconnaissance d’une hypersphère analytique discrète.
Données: Soit P un ensemble de n régions ou de n pavés c’est à dire P={p1,p2,.....,pn−1, pn }
Variables intermédiaires :

i et j sont des compteurs de pavés
S est un ensemble de couples de pavés de P
CC est un ensemble de points contenant les centres de cerclespassant par n régions(Pavés)
MG est un ensemble de points de la médiatrice Généralisée de deux régions(Pavés)

Résultat :
retourne un Booléen, vautvrai si P forme une hypersphère analytique discrète, vautfaux si

P ne forme pas une hypersphère analytique discrète
Début

CC=Ø
Calculer S={(pi ,p j )∈P2 avec i6=j}
CC=MG(p1,p2)
S=S-{(p1,p2)}
Tant que S6=Ø Faire

Retirer un couple (pi ,p j ) de S
Calculer MG(pi ,p j )
CC=CC∩MG

FinTantque
Retourner(CC6=Ø )

Fin

Algorithme complet

Nous proposons un algorithme similaire, au cas de l’algorithme complet pour la reconnaissance

des hyperplans analytiques.

Soit δ le seuil indiquant le nombre minimum des hypervoxels que peut contenir une hypersphère

analytique ou une partie d’une hypersphère analytique.

Soit S une image possédant n objets ou n hypervoxels allumés.On note S={O1, O2, ...,On−1, On

} un ensemble d’hypervoxels allumés. Soit C ={(Oi , O j , Ok )∈S3\i, j et k distincts} avec card(C)=C3
n.

Pour chaque triplet de C (Ou, Ou+1,Ou+2), on construit un arc ou une hypersphèreSO={Ou, Ou+1,Ou+2

...,Ov−1,Ov}. On poseCO={(Oi , O j , Ok)∈S3
O\i, j et k distincts}. Puis nous calculons C=C-CO et l’on

reprend le même processus jusqu’à ce que C=Ø.

L’algorithme que nous proposons est défini par :
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Algorithme 3.3 Reconnaissance d’une hypersphère analytique
Data : Soit S un ensemble de n objets{P1,P2,...,Pn−1,Pn } d’une image.
Begin

Calculer C ={(ki , k j ,kl ))∈S3\i, j et k distincts}
Tant que C6=Ø faire

Pour chaque triplet (ku, ku+1, ku+2) de C construireSk={ku, ku+1,ku+2, ...,kv−1, kv}
CalculerCk={(ki , k j ,kl )∈S3

k\i, j et l distincts}
Calculer C=C-Ck

Fin tant que
LesSk représentent des arcs et des hypersphères

End

Calcul des rayons correspondant à un centre de cercles continus

Dans cette section, nous proposons un algorithme de calcul des rayons correspondant à un centre

de cercles continus, passant par n régions.
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Algorithme 3.4 Calcul des rayons par rapport à un centre
Données: Soit P un ensemble de n régions(pavés) ie P={p1,p2,.....,pn−1, pn }
Variables et fonctions intermédiaires:

S est un ensemble de couples de pavés de P
CC est un ensemble de points contenant les centres de cerclespassant par n régions(Pavés)
MG est un ensemble de points de la médiatrice Généralisée de deux régions(Pavés)
Ri,min et Ri,max rayon minimal et Maximal respectivement pour un pavépi( Ce sont des

tableaux de n éléments)
Résultat :

retourneRmin et Rmax correspondant à l’intervalle [Rmin, Rmax]
Début

Rmin =0
Rmax =0
Calculer S={(pi ,p j )∈P2 avec i6=j}
CC=MG(p1,p2)
S=S-{(p1,p2)}
Tant que S6=Ø Faire

Retirer un couple (pi ,p j ) de S
Calculer MG(pi ,p j )
CC=CC∩MG

FinTantque
Si (CC6=Ø ) alors // il y a un cercle

Soit u∈CC
Pour i variant de 1 à n faire

Ri,min=Min (dv∈pi (u,v)}
Ri,max=Max (dv∈pi (u,v)}

FinPour
Rmin =R1,minet Rmax=R1,max

Pour i variant de 2 à n faire
[Rmin ,Rmax]=[Ri,min, Ri,max]∩[Rmin ,Rmax]

FinPour
retourner [Rmin ,Rmax]

Fin

Les paramètres (u,Rmin,Rmax) peuvent être représentés en dimension 3.

3.2.6 Conception informatique

Nous définissons le concept deBordure de la médiatrice généralisée proche ou éloignée d’une

régionqui sera utilisé dans le diagramme de classe du système.

Définition 70. (Bordure de la médiatrice généralisée proche ou éloignée d’une région) Soient A et

B deux régions deR2. Nous appelons la bordure de la médiatrice généralisée proche de B (respective-

ment A), l’ensemble des points, défini parC+
B ={O∈R2/dA = DB}(respectivementC+

A ={O∈R2/DA =
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dB}).

Nous appelons la bordure de la médiatrice généralisée éloignée de B (respectivement A), l’en-

semble des points, défini parC−B =C+
A ={O∈R2/DA = dB}(respectivementC−A =C+

B ={O∈R2/dA = DB}).

La figure 3.19 montre un diagramme de classes pour représenter les données du système.

FIGURE 3.19 – Diagramme de classes

3.3 Médiatrices de pavés bruités

La médiatrice généralisée appliquée aux pavés flous permet d’aboutir à la reconnaissance de

cercles analytiques flous.

La figure 3.20 met en évidence une représentation des centresde cercles passant par les noyaux

en bleu. Nous avons là, deux représentations de la médiatrice généralisée de deux régions, l’une étant

incluse dans l’autre, pour deux pavés flous séparés.

FIGURE 3.20 – Médiatrice généralisée appliquée à des pavés bruités
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3.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’introduire une méthode de reconnaissance d’une hypersphère analy-

tique, dans un environnement bruité et multi-échelle. Cette méthode prend en compte la détection des

arcs de cercles analytiques discrets notamment le cercle naïf et le cercle standard.

La section 3.2 de ce chapitre a été l’objet d’un article accepté à la conférence internationale

Comp’Image 2010 et publié dans le journal en 2010[126].

En perspective, des travaux sur la médiatrice généralisée restent à réaliser pour aboutir à un pro-

gramme informatique, en intégrant d’autres travaux réalisés après la publication de notre article[126]

sur la médiatrice généralisée [94, 96].
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4.1 Introduction

Ce chapitre étend la transformée de Hough standard pour prendre en compte la reconnaissance de

droites analytiques naïves et standard. L’extension proposée conserve les propriétés de la transformée

de Hough standard telles que la limitation de l’espace de paramètres et la détection de droites verti-

cales. La transformée de Hough standard associe un point de l’espace image à une courbe sinusoïdale
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dans l’espace de paramètres. Une technique de reconstruction polynomiale est également proposée.

Nous abordons dans la section 4.2, la transformée standard étendue : en 4.2.1, le dual d’un segment

et dans la section 4.2.2, le dual d’un pixel. Les sections 4.2.3 et 4.2.4 sont des analyses du dual d’un

pixel pour aboutir à une nouvelle définition de la préimage etdes algorithmes de reconnaissance de

droites analytiques dans la section 4.2.5. Nous abordons brièvement une application de la transformée

de Hough standard à d’autres pavés rectangulaires et triangulaires dans la section 4.3. Ce chapitre se

termine par une méthode de reconstruction polynomiale dansla section 4.4.

4.2 Transformée de Hough standard étendue

Nous nous intéressons dans cette section à la reconnaissance des droites analytiques bruitées multi-

échelles dont les concepts ont été présentés dans le chapitre 1.

La définition du dual d’un point continu utilisée dans cette section est équivalente à la définition

de la transformée de Hough standard d’un point continu.

4.2.1 Dual d’un segment

Le dual d’un objet est l’union du dual de chacun de ces points continus. Il en de même pour le dual

d’un segment. Nous proposons le théorème 71 ci-dessous que nous avons introduit dans l’article [31],

pour déterminer le dual d’un segment .

Théorème 71.Le dual d’un segment est une surface limitée par le dual de sesextrémités.

Démonstration.Soit [AC] un segment dans un espace image tels que C(xc,yc) et A(xa,ya). Posons
M(xm,ym) ∈[AC].

Nous savons que le dual(A), dual(C), dual(M) sont respectivement un ensemble de points (θ , ra), (θ ,
rc), (θ , rm) vérifiant respectivement les équations :

ra = xacosθ +yasinθ (4.1)

rc = xccosθ +ycsinθ (4.2)

rm = xmcosθ +ymsinθ (4.3)
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Nous avons également

−−→
OM = k∗−→0A+(1−k)∗−→OC (4.4)

où k∈R, 0≤ k≤ 1.

Nous obtenons avec (4.1) , (4.2) et (4.3) que

(4.4)⇒ xm = k∗xa+(1−k)∗xc (4.5)

et

(4.4)⇒ ym = k∗ya+(1−k)∗yc (4.6)

.

Alors en considérant (4.5) et (4.6) nous concluonsrm = k ∗ (xacosθ + k ∗ yasinθ) + (1− k) ∗
(xccosθ +ycsinθ)

Cela impliquerm = k∗ ra+(1−k)∗ rc.

Cela signifiera≤ rm≤ rc ou rc≤ rm≤ ra.

Donc, la courbe dual(M) est entre la courbe dual(A) et la courbe dual(C).

Réciproquement, supposons N(θ1, r1) un point entre la courbe dual(A) et la courbe dual(C). Nous
voulons montrer qu’il existe un point M∈[AC] tel que la courbe dual(M) passe par N.

Nous avonsrc(θ1)≤ r1≤ ra(θ1) ou ra(θ1)≤ r1≤ rc(θ1)

Cela signifie∃k∈R tel que 0≤ k≤ 1 tel que

r1 = k∗ ra(θ1)+(1−k)∗ rc(θ1) (4.7)

Commera(θ1) = xacosθ1+ya sinθ1 et rc(θ1) = xccosθ1+ycsinθ1

alors, nous obtenons

(4.7)⇒ r1 = k∗ (xacosθ1+yasinθ1)+(1−k)∗ (xccosθ1+ycsinθ1) (4.8)

donc

(4.8)⇒ r1 = (k∗xa+(1−k)∗xc)cosθ1+(k∗ya+(1−k)∗yc)sinθ1 (4.9)

.

Finalement (4.9) implique que le point de coordonnées ((k∗xa+(1−k)∗xc), (k∗ya+(1−k)∗yc) )
est sur le segment [AC].

La figure 4.1 montre un segment [AC] avec M∈[AC] en 4.1a, le dual de M entre le dual de A et C
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en4.1b, la surface équivalente au dual de [AC] en 4.1c.

b

b

C

bM A

(a) [AC]

θ

r

0

1

2

-1

-2

1 2 3 4 5 6 7

(b) dual de A, M, C

θ

r

0

1

2

-1

-2

1 2 3 4 5 6 7

(c) dual de [AC]

FIGURE 4.1 –Dual d’un segment

A partir du dual d’un segment, nous construisons le dual d’unpixel.

4.2.2 Dual d’un pixel

Nous considérons un pixel comme une surface centrée en (p1, p2), unZ2 point c’est à dire l’en-

semble
{

(x,y) ∈ R2/ |x− p1| ≤ 1
2, |y− p2| ≤ 1

2

}

. Le dual de p est alors l’union du dual de chaque

point (x, y).

Définition 72. Soit p un pixel centré (p1, p2) dans un espace imageξ . Le dual de p est un ensemble de

points continus de l’espace de paramètres Q, définis par dual(p)={(θ , r)∈Q2/∀(α,β )∈ [−1
2 , 1

2]
2 , r =

(p1+α)cosθ +(p2+β )sinθ }.

La figure 4.2 montre la transformée de Hough standard du pixelcentré en (1,1) : chaque sommet

est associé à sa courbe duale.

b

b b

bb

(a)pixel(1,1)

θ

r

0
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2

-1

-2

1 2 3 4 5 6 7 8 9

(b) transformée Hough standard

FIGURE 4.2 –Extension de la Transformée de Hough standard

Soient A, B, C, D les sommets d’un pixel p, comme illustrés parla figure 4.3 page suivante. Un

pixel est un ensemble infini de segments verticaux en (4.3a) ou de segments horizontaux en (4.3b).

Nous avons également les diagonales en (4.3c).
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b

C B
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(a)
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C B
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(b)

b

C B

AD

(c)

FIGURE 4.3 –Segments d’un pixel

Notre objectif est de déterminer le dual d’un pixel en utilisant le dual de ses segments verticaux,

diagonaux ou horizontaux. Nous proposons le théorème 73 suivant.

Théorème 73.Soit p un pixel dansξ2(⊂R2) . Son dual est une surface limitée par les courbes duales

de ses côtés verticaux. Ce champ est également limité par lescourbes duales des côtés horizontaux

ou par les courbes duals des diagonales.

Démonstration.Soit p un pixel avec ses sommets A, B, C, D dans un espace image comme dans la

figure 4.4.

D’abord, nous montrons que le dual d’un pixel est une surfacelimitée par le dual de ses côtés

verticaux [AB] et [CD]. Le dual d’un segment est obtenu par lethéorème 71. Soit N un point dans un

pixel p avec des sommets A, B, C, D où N/∈{A, B,C, D}. Il existe deux points I, J tels que N∈ [IJ]

où I∈[CD], J∈[AB]. Nous notons que [IJ] est un segment. Selon le théorème 71, le dual de N est une

courbe sinusoidale entre les duals de I et J. Comme I∈[CD], J∈[AB], Le dual de I est entre les duals

de C et D. Le dual de J est également entre les duals de A et B. Donc, le dual de N est entre les surfaces

limitées par les duals de [AB] et [CD]. Réciproquement, soitN’ un point dans la surface limitée par

les duals de [AB] et [CD]. N’ est entre deux courbes sinusoïdales, les duals de deux sommets X, Y

avec (X,Y)∈{A,B,C,D}2. Un pixel est convexe, donc [XY]⊂p. Selon le théorème 71, il existe un

point s∈[XY] dans le pixel tel que dual(s) est une courbe sinusoïdalequi passe par N’.

Ensuite, nous montrons que le dual d’un pixel est une surfacelimitée par le dual de ses côtés

horizontaux [AD] et [BC]. Par analogie au premier cas, nous définissons un point N dans un pixel ou

N /∈{A, B,C, D}. Il existe deux points I, J tels que N∈ [IJ] où I ∈[AD], J∈[BC]. Comme I∈[AD],

J∈[BC], le dual de I est entre le dual de A et D. Le dual de J est entre les duals de B et C. Donc, le

dual de N est entre les surfaces limitées par les duals de [AD]et [BC]. Nous pouvons également noter

que l’application d’une symétrie centrale par rapport au centre du pixel transforme un côté horizontal

en un côté vertical.
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Réciproquement, soit N’ un point dans la surface limitée parle dual [AD] et [BC]. N’ est entre

deux courbes sinusoïdales, les duals de deux sommets X, Y avec (X,Y) ∈{A,B,C,D}2. Un pixel est

convexe, donc [XY]⊂p. Selon le théorème 71, il existe un point s∈[XY] dans le pixel tel que dual(s)

est une courbe sinusoïdale qui passe par N’.

Troisièmement, nous montrons que le dual d’un pixel est une surface limitée par les segments

diagonales [AC], [BD]. Ils existent deux points I, J tel que N∈ [IJ] ou I ∈[AC], J∈[BD]. Comme I

∈[AC], J∈[BD], le dual de I est entre le dual de A et C. Le dual de J est entre les duals de B et D.

Donc, le dual de N est dans la surface limitée par le dual de [AC] et [BD].

Réciproquement, soit N’ un point dans la surface limitée parle dual de [AC] et [BD]. N’ est entre

deux courbes sinusoïdales, les duals de deux sommets X, Y avec (X,Y) ∈{A,B,C,D}2. Un pixel est

convexe, donc [XY]⊂p. Selon le théorème 71, il existe un point s∈[XY] dans le pixel tel que dual(s)

est une courbe sinusoïdale qui passe par N’.

Nous avons une illustration de cette preuve dans la figure 4.4où nous pouvons voir les points N, I,

J dans les différends cas de côtés et de diagonales : nous avons les côtés verticaux en 4.4a, les côtés

horizontaux en 4.4b, les diagonales en 4.4c.

bb b

N
I J

C B

AD

(a) [AB] et [CD]

b

b

b

N

I

JC B

AD

(b) [AD] et [BC]

b

N
b bI J

C B

AD

(c) segments [AC] et [BD]

FIGURE 4.4 –Segments horizontaux, verticaux et diagonaux d’un pixel

Soit p un pixel centré en (1,1) avec les sommets A, B, C, D commedans la figure 4.4. Les fi-

gures 4.5 page suivante,4.6, 4.7 illustrent comment nous obtenons la surface du dual d’un pixel avec

l’ application du théorème 73 : nous déterminons le dual de ses côtés et les diagonales et la surface

associée.
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FIGURE 4.5 –Côtés horizontaux
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FIGURE 4.6 –Côtés Verticaux
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FIGURE 4.7 –Diagonales

Nous observons dans la figure précédente 4.7, il n’existe pasd’espace vide entre le dual de diago-

nales. Alors, le dual d’un pixel est facilement calculable par le théorème suivant 74.

Théorème 74.Le dual d’un pixel est l’union du dual de ses segments diagonaux.

Démonstration.Soit p un pixel et ses sommets A, B, C, D et ses diagonales [AC] et [BD]. Dans le

théorème précédent 73, nous avons montré que le dual d’un pixel est une surface comprise entre le

dual de ses diagonales. Nous allons montrer que cette surface est équivalente à l’union de duals de ses

diagonales. Cela signifie pour un point dans le dual d’un pixel, il doit appartenir au dual de [AC] ou

au dual de [BD]. [AC] et [BD] ont un point commun, le centre O depixel. Donc, le dual de O est une

courbe sinusoïdale dans le dual([AC]) et le dual([BD]) selon le théorème 71. Avecθ ∈ [0, 2π ], nous

pouvons classifier les dual(A), dual(B), dual(O), dual(C),dual(D) par la relation≤ ou≥. dual(O) se

situe au milieu de cette classification.

Alors, nous aurons

dual([AC])⊂ dual([BD]) ou dual([BD])⊂ dual([AC])

Comme conclusion, l’ensemble des points N vérifiant la proposition [N∈dual(p) avec (N/∈ dual([AC]))

et (N /∈ dual([BD])] estφ ).
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(b) Dual du pixel (1,3)

FIGURE 4.8 –Extension de la transformée de Hough standard

Nous avons dans la figure 4.8, un pixel (1,3) et son dual : le dual de chacun des points du pixel est

dans l’aire.

4.2.3 Analyse du dual d’un pixel

Cette section concerne l’étude du dual d’un pixel en faisantressortir des points remarquables qui
pourront être utiles pour une approximation.

Soit (p1, p2) un centre de pixel avec ses sommets A(p1+
1
2, p2+

1
2), B(p1+

1
2, p2− 1

2), C(p1− 1
2,

p2− 1
2), D(p1− 1

2, p2+
1
2).

Alors, dual(A), dual (C), dual(B), dual(D) sont respectivement donné par :

dual(A) : rA = (p1+
1
2
)cosθ +(p2+

1
2
)sinθ (4.10)

dual(C) : rC = (p1−
1
2
)cosθ +(p2−

1
2
)sinθ (4.11)
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dual(B) : rB = (p1+
1
2
)cosθ +(p2−

1
2
)sinθ (4.12)

dual(D) : rD = (p1−
1
2
)cosθ +(p2+

1
2
)sinθ (4.13)

En considérant (4.10), (4.12), (4.11), (4.13), avecθ ∈ [0, 2π ], nous avons les points d’intersec-

tion.

dual(B)∩dual(D) = {K,L} (4.14)

dual(A)∩dual(C) = {I ,J} (4.15)

dual(A)∩dual(B) = {O1,F0,H1} (4.16)

dual(A)∩dual(D) = {E1,G0} (4.17)

dual(B)∩dual(C) = {E0,G1} (4.18)

dual(C)∩dual(D) = {O0,F1,H0} (4.19)

La table 4.1 ci dessous donne plus de détails sur les coordonnées des points d’intersections.
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θ Points externes
0 O0(0, p1− 1

2), O1(0, p1+
1
2)

π
2 E0(π

2 , p2− 1
2), E1(π

2 , p2+
1
2)

π F0(π ,−(p1+
1
2)), F1(π ,−(p1− 1

2))
3π

2 G0(3π
2 ,−(p2+

1
2) ), G1(3π

2 ,−(p2− 1
2) )

2π H0(2π , p1− 1
2), H1(2π , p1+

1
2)

θ Points internes
π
4 K ( π

4 , (p1+ p2)
√

2
2 )

3π
4 I( 3π

4 ,
√

2
2 (p2− p1))

5π
4 L( 5π

4 ,−(p1+ p2)
√

2
2 ).

7π
4 J (7π

4 ,
√

2
2 (p1− p2)).

TABLE 4.1 –Coordonnées de points d’intersection

Comme nous pouvons le voir dans la figure 4.9, les points I, J sont les intersections du dual de A

et C ; Dans la figure 4.10, le dual de B et D avec les points communs et plus de détails sont fournis

avec la figure 4.11.
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(b) dual de [AC]

FIGURE 4.9 –dual d’un segment
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(b) dual de [BD]

FIGURE 4.10 –dual d’un segment
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(b) Sinusoïde du pixel (1,1)

FIGURE 4.11 – Courbes sinusoïdales

En suivant les valeurs deθ dans [0 2π ], nous établissons les tables 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 qui comparent

dans chaque intervalle, les valeurs du dual des sommets.

θ 0≤ θ < π
4

π
4 ≤ θ < π

2
relation rC ≤ rD ≤ rB≤ rA rC ≤ rB≤ rD ≤ rA

TABLE 4.2 –θ ∈[0, π
2 ]

θ π
2 ≤ θ < 3π

4
3π
4 ≤ θ < π

relation rB≤ rC≤ rA≤ rD rB≤ rA≤ rC ≤ rD

TABLE 4.3 –θ ∈[ π
2 , π ]

θ π ≤ θ < 5π
4

5π
4 ≤ θ < 3π

2
relation rA≤ rB≤ rD ≤ rC rA≤ rD ≤ rB≤ rC

TABLE 4.4 –θ ∈[π , 3π
2 ]
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θ 3π
2 ≤ θ < 7π

4
7π
4 ≤ θ < 2π

relation rD ≤ rA≤ rC ≤ rB rD ≤ rC ≤ rA≤ rB

TABLE 4.5 –θ ∈[ 3π
2 , 2π ]

Quandθ parcourt les valeursπ2 , π , 3π
2 , 2π , nous observons que les courbes externesr i deviennent

r i′ internes et réciproquement.

En considérant la relation :

r = x∗cosθ +y∗sinθ ⇐⇒−r = x∗cos(θ +π)+y∗sin(θ +π) (4.20)

Nous travaillons sur un intervalle [0,π ], avec les tables 4.2, 4.3 et les points externes et internesde

cet intervalle. Les autres points et les tables 4.4, 4.5 sontdes déductions.

4.2.4 Approximation du dual d’un pixel

Dans cette section, nous proposons une alternative d’approximation du champ du dual d’un pixel,

car plusieurs possibilités de méthodes d’approximation dudual peuvent être analysée. En géométrie

algorithmique, des algorithmes existent pour calculer l’intersection de polygone convexes.

Dans notre méthode, nous considérons une approximation polygonale basée sur quelques points

du dual pour obtenir des paramètres (θ , r) : l’idée est que si un objet O’ est une approximation d’un

objet O alors dual(O’) sera également une approximation de dual(O).

De plus, si O’⊂O, alors dual(O’)⊂dual(O). Certains points du pixel initial sont utilisés pour obtenir

l’approximation du dual.

Soit p un pixel centré en (p1,p2). Le pixel p possède les sommets :

A(p1+
1
2, p2+

1
2), B(p1+

1
2, p2− 1

2), C(p1− 1
2, p2− 1

2), D(p1− 1
2, p2+

1
2).

Soit pi un pixel centré en (p1,p2) avec ses sommets :

Ai(p1+
1
2− i ∗δ , p2+

1
2), Bi(p1+

1
2, p2− 1

2+ i ∗δ ),Ci(p1− 1
2+ i ∗δ , p2− 1

2), Di(p1− 1
2, p2+

1
2− i ∗δ ).
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où i∈ N et δ∈[0,1] avec les les contraintesi ∗δ∈{0,1]. Les duals des sommets depi sont :

dual(Ai) : rAi = (p1+
1
2
− i ∗δ )cosθ +(p2+

1
2
)sinθ (4.21)

dual(Ci) : rCi = (p1−
1
2
+ i ∗δ )cosθ +(p2−

1
2
)sinθ (4.22)

dual(Bi) : rBi = (p1+
1
2
)cosθ +(p2−

1
2
+ i ∗δ )sinθ (4.23)

dual(Di) : rDi = (p1−
1
2
)cosθ +(p2+

1
2
− i ∗δ )sinθ (4.24)

Alors, pi est un pixel approximatif de p oùi ∗ δ est la différence avec les coordonnées réelles des

sommets de p. La valeur maximale dei ∗δ est la valeur de l’erreur de tolérance.

Nous utilisons les points externes (voir la table 4.1 de la section 4.2.3) du dual des pixelsp0, p1,

p2,... pn pour obtenir une approximation polygonale du dual de p avecp0 = pn+1 = p.

Nous savons que

pn+1 = p⇐⇒ (n+1)∗δ = 1

Alors

δ = 1
n+1.

Finalement, nous avons besoin de prendreδ = 1
n+1 pour avoir les pixelsp0, p1, p2,...,pn.

Comme nous travaillons dans [0,π ], nous déterminons l’approximation du dual de cet intervalle.

Nous obtenons le polygoneO1E1F1F0E0O0. avec le pixelp0, (voir la figure 4.11 pour plus de détails).

La figure 4.12 montre le polygone en rouge.
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FIGURE 4.12 – Courbes sinusoïdales

Les points communs des sommets avec i≥ 1 :

dual(Ai)∩dual(Bi)={Oi
1}, dual(Ai)∩dual(Di)={Ei

1}, dual(Bi)∩dual(Ci)={Ei
0}, dual(Ci)∩dual(Di)={Oi

0}.

Commepi est proche de p, les points d’intersection sont proches deO1, E1, F1, F0, E0, O0 respec-

tivement.

Le polygone proposé est alorsO1O1
1...On

1E1E1
1...En

1F1F0En
0...E1

0E0On
0...O1

0O0.

PosonsSn la surface associée à ce polygone. Selon les tables 4.2, 4.3,nous savons que la mesure

de la surface du dual d’un pixel est :

´

[0, π
2 ]
(rA− rC) dx+

´

[ π
2 ,π]

(rD− rB) dx = 4.

L’erreur estimée est 4−Sn et le pourcentage associé sera alors4−Sn
4 .

Si δ = 1
4, nous obtenonsp1= p’(p1,p2), p2=p”(p1,p2), p3=p”’( p1,p2) sont représentés dans la

figure 4.13.
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FIGURE 4.13 – Approximation de pixels
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.

Nous illustrons étape par étape le polygone proposé dans lesfigures 4.14, 4.15
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FIGURE 4.14 – Courbes sinusoïdales
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FIGURE 4.15 –Points à l’intérieur des Courbes sinusoïdales

4.2.5 Préimage de pixels

Nous introduisons ici une nouvelle définition de la préimaged’un ensemble de pixels. La préimage

de n pixels est une intersection de n surfaces sinusoïdales.Elle est différente de la définition introduite

par Martine Dexet dans sa thèse en 2006[1] qui est basée sur latransformation d’un point continu en

une droite. Le dual utilisé dans cette préimage réalise une transformation d’un point continu en une

courbe sinusoïdale.
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Définition 75. Soit S={P1,P2,...,Pn−1,Pn} un ensemble de n pixels Pi dansξ2. La préimage de S est

définie par Preimage(S) =
⋂

1≤i≤n
Dual(Pi).
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(a)pixels
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1 2 3 4 5 6

(b) Intersection des dual de
pixels

FIGURE 4.16 –Préimage de trois pixels

Dans la figure 4.16, nous voyons en 4.16a trois pixels colorés. En 4.16b, le dual correspondant

à chacun de ces pixels. L’intersection de ces trois duals estun ensemble de points représentant les

paramètres (θ , r) de droite qui traverse chaque pixel.

Les paramètres (-r,cosθ , sinθ ) sont identiques aux paramètres (c0,c1,c2) de la droite analytique.

Comme nous pouvons le voir dans la figure 4.16, la préimage de npixels donne deux champs parce

que :

r = x∗cosθ +y∗sinθ ⇐⇒−r = x∗cos(θ +π)+y∗sin(θ +π) (4.25)

Algorithme simple

Nous rappelons que le terme dual indique la transformée de Hough standard étendue. Nous pou-

vons voir que lorsque le dual d’un losange de chaque pixel estconsidéré, nous nous trouvons dans le

cas de la reconnaissance de droite naïve.

De plus, selon la définition de l’hyperplan naïf et standard ainsi que de leur construction géomé-
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trique, nous voyons que la préimage contient les paramètresde droites continues qui traversent les

pixels. Nous proposons l’algorithme suivant :

Algorithme 4.1 Reconnaissance de droite naïve et standard
Données: Soit S un ensemble de n pixelsP1,...,Pn.
Début

Preimage←dual(P1)
i←2
Tant que Preimage6= Ø and i≤ n faire

Preimage←Preimage∩ dual(Pi)
i←i+1

Fin tant que
Si Preimage6= Ø alors

S appartient à une droite discrète analytique naïve ou standard
Sinon

S n’appartient pas à une droite discrète analytique naïve oustandard
FinSi

Fin

Le dual(Pi) peut être remplacé par une approximation polygonale par exemple afin de réduire les

calculs et d’accroître les performances de l’algorithme.

L’extension de la transformée de Hough standard(ETHS) répond à la question : comment pouvons

nous reconnaître la droite naïve ou standard par la transformée de Hough standard ? Elle conserve les

propriétés de la transformée de Hough standard(THS)[7], notamment la taille de l’espace de para-

mètres limitée avecθ ∈ [0, π ] et ρ ∈[-
√

col2+ row2,
√

col2+ row2} avec une image colonne x ligne.

Elle prend en compte la détection des droites verticales.

Considérons une image illustrée par la figure 4.17 avec des droites continues.

FIGURE 4.17 –Droites continues dans une image
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Nous allons établir un encadrement deρ avec une image H x L. Soit M(xM,yM) un point continue

d’une image I (comme dans la figure 4.17), appartenant à une droite continue D(θ , ρ)={(x,y)∈I |ρ=x

cosθ+y sinθ }, nous avonsρ=OM cos(θ+α), α=
̂

(
−−→
OM,OX).

Comme -1≤cos(θ+α)≤1 et OM≤
√

H2+L2

Nous obtenons−
√

H2+L2 ≤OM cos(θ+α)≤OM≤
√

H2+L2.

D’où −
√

H2+L2≤OM cos(θ+α)≤
√

H2+L2⇐⇒−
√

H2+L2≤ρ≤
√

H2+L2.

Finalementρ∈[−
√

H2+L2 ,
√

H2+L2]

Algorithme complet

Supposons n pixels allumés dans une image. La reconnaissance ne consiste pas seulement à vérifier

si n pixels forment un hyperplan. L’algorithme précédent dela section 4.2.5 reste donc limité. Nous

avons également besoin de vérifier s’il existe également n-α pixels formant un hyperplan avec 1≤
α ≤ n. Cela conduit à considérer un seuilδ représentant le nombre minimum d’hypervoxels que nous

acceptons appartenir à un hyperplan. Le seuil choisi doit améliorer les performances de l’algorithme

final pour limiter les traitements.

Soit δ le seuil indiquant le nombre minimum d’hypervoxels que devra contenir un hyperplan

analytique. Soit S={O1, O2, ..., On−1, On } un ensemble d’hypervoxels allumés. Selon la défini-

tion de la préimage. Pour chaque couple d’objets ou d’hypervoxels Oi et O j , nous regardons si

les autres objets ou hypervoxels forment un hyperplan analytique avec eux. Le nombre de couples

est C2
n=0+1+...+n-2+n-1=n(n−1)

2 . Soit C ={(Oi , O j)∈S2\i 6=j}. Il est clair A∩ (B ∩ C)=(A∩ B) ∩
C. Cela signifie que nous pouvons écrire également dual(P1)∩ (dual(P2)∩ dual(P3))=(dual(P1)∩
dual(P2))∩ dual(P3) avec la distributivité de l’intersection. Si le sous ensemble d’objetsSO={Ou,

Ou+1, ...,Ov−1,Ov} de S avec la cardinalité (SO ≥ δ ) du couple (Ou, Ou+1) conduit à un hyperplan

analytique ; cela signifie que
⋂

k∈[u,v]
dual(Ok)6= Ø. Quelque soit la permutation deSO, nous obtenons

le même hyperplan. SoitCO un ensemble de couplets associé àSO tel queCO={(Oi , O j )∈S2
O\i 6=j} .

Nous savons que card(CO)=C2
card(SO)

. Nous retirons chaque couple deCO de C. Ce qui donne C=C-CO.

Nous continuons le traitement en prenant les prochains couples de C en analysant les prochains pour

trouver d’autre hyperplan jusqu’à C=Ø.
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Nous proposons l’algorithme ci-dessous.

Algorithme 4.2 reconnaissance d’un hyperplan naïf, standard et supercouverture
Données: Soit S un ensemble de n objets{P1,P2,...,Pn−1,Pn } d’une image.
Début

Calculer C ={(ki , k j )∈S2\i 6=j}
Tant que C6=Ø faire

Pour chaque couple (ku, ku+1) de C construireSk={ku, ku+1, ...,kv−1, kv}
CalculerCk={(ki , k j )∈S2

k\i 6=j}
Calculer C=C-Ck

Fin tant que
LesSk représentent les hyperplans analytiques

Fin

4.2.6 Conception informatique

Nous proposons ici un diagramme de classes non détaillées qui représente la conception simplifiée

du système.

FIGURE 4.18 – Diagramme de classes du système

4.3 Autres pavés

Si le pavé est un rectangle comme dans le cas de grille irrégulière isothétique, le dual est également

l’union des points continus appartenant au rectangle. La figure 4.19 montre le dual d’un ensemble de

points continus d’un rectangle. Ce dual peut se ramener à l’union du dual de chaque côté diagonal du

rectangle comme pour le carré.
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Théorème 76.le dual d’un rectangle est l’union du dual de ses segments diagonales.

Démonstration.La preuve est identique à la preuve du théorème 74 relatif au dual d’un pixel (carré).

L’importance de ce dual peut se voir dans les pavés rectangulaires des grilles isothétiques.
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FIGURE 4.19 –Extension de la Transformée de Hough standard pour le rectangle

Nous pouvons obtenir alors la préimage de rectangles comme le montre la figure 4.20.
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FIGURE 4.20 –Préimage de rectangles

Il en est de même du calcul du dual d’un triangle dépendant de ces points continus. Nous proposons

le théorème 77 suivant qui établit facilement le dual d’un triangle.

Théorème 77.Le dual d’un triangle est l’union du dual de deux de ses côtés adjacents ou consécutifs.

Démonstration.Soient [AC] et [AB] deux côtés adjacents d’un triangle (ABC)comme nous pouvons

le voir dans la figure 4.21. Soit N un point dans le triangle (siN est un sommet, c’est fini). Il existe

deux points I et J tels que I∈[AC], J∈[AB] et N ∈[IJ]. Par analogie avec la preuve du théorème 73.

Nous avons deux côtés consécutifs [AC] et [AB] qui sont sécantes en A d’un triangle (ABC). Alors,

la surface entre le dual de [AC] et le dual [AB] ne contient pasd’espace vide. De plus, nous savons

que le dual de I est entre le dual de A et le dual de C. De même, le dual de J est entre le dual de A et

le dual de B. Comme nous savons que le dual de N est entre le dualde I et le dual de J, alors le dual

de N est dans l’union du dual de [AC] et dual de [AB].
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FIGURE 4.21 –Transformée de Hough standard d’un triangle

La figure 4.21 montre en 4.21a un triangle, le dual des sommetsen 4.21b et le dual du triangle en

4.21c en application du théorème 77.

Des études approfondies sur ces préimages peuvent être envisagées notamment en proposant des

approximations des courbes sinusoïdales comme les approximations avec la méthode des rectangles

et des trapèzes[130]. Cependant, nous pouvons déjà représenter l’espace de paramètres comme une

image avec des points pics dont les coordonnées correspondent aux paramètres des droites continues

qui permettent en faisant une discrétisation supercouverture d’obtenir une droite supercouverture.

4.4 Reconstruction polynomiale

Dans un espace discret, les couples (xi , f(xi))∈Z2, le polynômePn(x) est le résultat de la recons-

truction polynomiale des points discrets (xi , f(xi). La figure 4.22 montre la reconstruction polynomiale

des points discrets (0,1),(1,3),(3,2),(4,5) étape par étape en (4.22b) et en (4.22c).
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FIGURE 4.22 – Points discrets et reconstruction polynomiale

A travers le théorème de l’interpolation polynomiale de Lagrange, nous voyons que la complexité

temporelle de la méthode, pour n points discrets est O(n2).

Avec la méthode de Lagrange, le problème est de trouver un polynôme qui passe par des points

discrets (xi , f(xi))∈Z2 tels quexi=x j avec i 6= j, car la fonctionLi(x)=
n

∏ j 6=i
i=0

x−xi
xi−x j

n’est pas définie

en ces points. Nous proposons alors de joindre ces points parune droite verticale pour résoudre ce

problème. Donc avec un contour discret, trouver un polynômequi passe par tous les points discrets

peut être difficile. Dans cette situation, le contour discret est découpé en plusieurs ensembles de points

discretsEk avec k∈{1,2,...,m-1,m}, m∈Z+ où chaqueEk appartient à l’une des familles de contours

discrets {C, C’}. C est une famille de contours discrets où les points discrets vérifientxi 6= jx j avec

i 6= j et C’ est une famille de contours discrets tels que les points discrets vérifientxi=x j avec i 6= j.

La figure 4.23 présente un contour discret fermé, constitué d’un contour discret en vert et d’un autre

en rouge qui permettent d’obtenir deux polynômes distinctset un segment de droite verticale, par

reconstruction.

b

b b

b b

b

b b

b

(a) (b)

FIGURE 4.23 – Contour discret fermé
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L’algorithme 4.3 générale suivant permet de réaliser la reconstruction polynomiale suivant la mé-

thode de Lagrange :

Algorithme 4.3 Reconstruction polynomiale
Données en entrée :Soit I={ p1, p2,...,pn−1, pk} un contour discret composé de k pixels.
Données en sortie : Polynômes issus de la reconstruction
Début

Décomposer I en contours discrets de la famille C ou C’
Pour chaque contour c de C

déterminer le polynôme d’interpolation de Lagrange correspondant
Fin
Pour chaque contour c de C’

déterminer la droite verticale associée
FinPour
Substituer le contour discret par les polynômes

Fin

Nous voyons alors comment un polynôme est obtenu à partir de points discrets. Cette technique de

détermination d’un polynôme s’applique également à des grilles irrégulières isothétiques en considé-

rant les barycentres des rectangles, comme des points discrets .

De cette manière, nous pouvons alors reconstruire les points discrets d’une droite naïve à l’aide

d’un polynôme.

Le polynôme obtenu ne prend pas en compte l’épaisseur du contour discret. La détermination des

polynômes passant par les sommets des pixels, permet d’encadrer le polynôme passant par le centre

des pixels et d’obtenir ainsi une reconstruction polynomiale prenant en compte l’épaisseur du contour

discret. La figure 4.24 montre des polynômes passant par des points continus des pixels.
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b
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b

FIGURE 4.24 – Polynômes passant par des points continus

D’autres méthodes d’interpolation polynomiale comme la méthode de Newton peuvent être étudiés

en perspective.

4.5 Conclusion

Nous avons proposé une extension de la transformée de Hough standard pour la reconnaissance de

droites analytiques naïves et standard. Ce qui n’était pas encore proposé. Elle conserve les propriétés

de la transformée de Hough standard comme la limitation de l’espace paramètres. La méthode peut

être appliquée en modélisant l’espace de paramètres ou en sauvegardant le dual des pixels. La re-

connaissance de droites discrètes est un problème classique. Les applications de la reconnaissance de

droites discrètes sont nombreuses [120]. La section 4.2 de ce chapitre a été accéptée à la conférence

SETIT 2012 et publié au journal IJASCA[31].

L’interpolation polynomiale de Lagrange a permis d’aboutir à la reconstruction polynomiale des

points discrets.

En perspective, une analyse de la transformée de Hough standard étendue en dimension 3 ou

supérieure pourra être étudiée et appliquée à des images concrètes, à grande échelle. La reconstruction

polynomiale des pixels en se focalisant sur les points continus de chacun des pixels reste également à

approfondir .

Abdoulaye SERE -160- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Conclusion générale

Cette thèse a été l’occasion d’aborder plusieurs centres d’intérêts de la reconnaissance de motifs

et de la géométrie discrète, à savoir un aperçu sur la situation actuelle du niveau des connaissances

informatiques sur l’image numérique, ses concepts de description et de reconnaissance des formes.

La qualité de l’image numérique est souvent mauvaise à causedes bruits. Pour y remédier, nous avons

proposé des méthodes qui portent sur l’extension du dual d’un pixel. Nous avons ainsi déterminé le

dual d’un rectangle et d’un cercle pouvant avoir des application en reconnaissance de droites discrètes

et en tracé de rayons.

De même, nous avons élaboré une nouvelle méthode de reconnaissance des droites analytiques

basée sur l’application de la transformée de Hough standard. Cette méthode tout comme l’espace

dual généralisé proposé par Martine Dexet[1], établit une reconstruction invertible et permet une

limitation de la taille de l’espace de paramètres tout en gardant la même précision. L’extension de la

transformée de Hough proposé a été l’objet d’un article accepté à la conférence Setit 2012 et publié

au journal Ijasca volume 4 issue 3 en 2013[31].

En outre, nous avons proposé une extension de la médiatrice généralisée pour aboutir à une mé-

thode de reconnaissance des cercles analytiques discrets,dans une image bruitée et dans un espace à

grille irrégulière. Cette méthode possède certaines propriétés comme la symétrie centrale et orthogo-

nale. Cette méthode a été l’objet d’un article accepté par laconférence Comp’image 2010 et publié

dans le proceeding.

L’application des méthodes précédentes permettra de rendre plus nette les images numériques

bruitées.

En perspective, plusieurs travaux restent à réaliser comme:

– l’utilisation du dual d’un pixel sans approximation, de l’extension de la transformée de Hough

standard, et la mise en oeuvre de la médiatrice généralisée en prenant en compte les travaux de
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Conclusion générale

Eric Andres et al. [94, 96], notamment sur les propriétés de la médiatrice généralisée ;

– l’extension de la transformée de Hough standard présentéese situe dans un espace 2D ; alors

comment peut-on l’étendre à des espaces de dimension supérieure ? une telle interrogation mé-

rite d’être élucidée.

– la reconstruction polynomiale des points discrets avec les algorithmes de Lagrange et de Newton

restent également à approfondir.

– dans le processus de la reconnaissance de formes, des filtres sont utilisés pour détecter les

contours : quelle peut être alors l’incidence des filtres surla reconnaissance des droites et cercles

analytiques ?

– la définition analytique des courbes discrètes quelconques avec des descripteurs de contours,

clairs doit être analysée pour aboutir par la suite à une nouvelle méthode de reconnaissance de

formes qui résistera aux transformations et aux bruits.

– enfin, l’application de ces concepts en agronomie, pour reconnaître des motifs dans des planta-

tions, des champs[68] et pour reconnaître des écritures imprimées en langue nationale comme

le mooré, le dioula.

Ce sont là autant de pistes de recherche que nous pourrions approfondir ultérieurement.
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Annexes

Les capteurs sont sensibles aux ondes électro-magnétiques. Ils possèdent certaines caractéristiques

comme la résolution et le pavage utilisé. Suivant le type de capteurs et le type des ondes émises

des caractéristiques particulières d’une image sont photographiées. En effet en imagérie médicale, en

radiographie, nous obtenons des images numériques montrant des organes tels qu’un os ou un thorax

en vue de détecter une tumeur ou une maladie. La tomodensitométrie ou scanner est une technique

utilisée en imagerie médicale pour mesurer l’absorption des rayons x par les tissus. Le traitement de

l’image est assuré par un ordinateur : l’image est scannée etreconstruite en dimension 2 ou 3.

En cartographie, les images aériennes nécessitent des capteurs de haute résolution pour représenter

avec précision les éléments.

Détection des routes dans une image

Dans ce qui suit, nous mettons en évidence des droites discrètes dans une image. La figure 4.25

présente des images aériennes montrant des routes et des immeubles. Nous observons que les routes

peuvent être conceptualisées comme des droites discrètes et les toits des building comme des rec-

tangles. Plus l’on s’éloigne de la scène, l’épaisseur des droites discrètes dimunie. Une route étant

modélisée par deux droites discrètes parallèles, tend versune droite discrète. Les toits des buildings

sont des polygones rectangles, puis des points en fonction de la distance entre la scène et le capteur.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.25 – Images aériennes(source : Google image)

Image en dimension 2 et 3

La figure 4.26 présente une image en dimension 2 en 4.26a et desimages en dimension 3 en 4.26c

et 4.26b. Dans certains domaines comme l’imagerie médicalenotamment en échographie, les images

en dimension 3 sont utilisées. Elles correspondent mieux à la représentation du monde réel.
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(a) (b)

(c)

FIGURE 4.26 – Plusieurs types d’images numériques(source : Google image)

Une image est caractérisée par sa résolution qui définit le nombre de points discrets utilisés en

ligne et en colonne. Le choix d’une résolution élevée permetd’avoir une meilleure représentation

des objets et par la suite, d’avoir une bonne représentationdes contours d’une image qui implique

l’identification de formes géométriques.

Impact du changement de la résolution sur les périmètres

Les figures 4.27 et 4.28 illustrent l’impact de la résolutionsur les périmètres et les surfaces discrets.

En 4.27a, 4.27b, 4.27c, nous avons un cercle analytique discret : nous sélectionnons les pixels, dont le

centre est situé entre les deux cercles continus. En 4.27d, 4.27e, 4.27f, nous avons un triangle discret,

composé des pixels touchés par un triangle continu.
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Impact du changement de résolution sur les surfaces

Les figures 4.28a, 4.28b, 4.28c représentent à des résolutions différentes, des aires discrètes as-

sociées à un trapèze continu : ces aires sont formées par des pixels dont le centre se trouve dans

le trapèze continu. Il en est de même des figures 4.28d,4.28e,4.28f montrant l’aire discrète corres-

pondant à un rectangle continu. Nous voyons ici la différence entre l’aire continue et l’aire discrète.

Suivant un modèle de discrétisation donné, nous observons qu’avec une grande résolution les aires et

les périmètres sont bien représentés. Nous observons également qu’avec une résolution moins élevée,

l’image discrète associée n’est pas bien représentée. Notons que l’idéal en terme de représentation

discrète est la représentation continue : la représentation discrète plus proche de la représentation

continue adaptée est la meilleure.

b

_
(a) 8 x 8

b

(b) 4 x 5

b

(c) 3 x 2

(d) 8 x 8 (e) 4 x 5 (f) 3 x 2

FIGURE 4.27 – Impact du changement de résolutions sur le périmètre
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

FIGURE 4.28 – Impact du changement de résolution sur l’aire

Image multi-échelle

Une image numérique multi-échelle est une image dont les composantes n’ont pas la même résolu-

tion. Comment procéder pour reconnaître une forme précise dans une telle image ? Nous analyserons

cette question dans la section 1.4 aussi qu’ aux chapitres 2 et 3. La figure 4.29 montre un cercle

continu, où des arcs sont représentés dans des résolutions différentes illustrés en 4.29a et en 4.29b.

Une application des structures multi-échelles en simulation est fournie par la figure 4.30.
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(a) (b)

FIGURE 4.29 – Un cercle continu traversant des structures rectangulaires

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.30 – Simulation des eaux et du vent avec des structures multi-échelles [41]

Image bruitée

En outre, une image peut être influencée par l’environnementlors de l’acquisition des données.

L’environnement avec le brouillard, les rayons de soleil peuvent influencer la qualité des images

Abdoulaye SERE -168- UFR SEA-Université de Ouagadougou



Annexes

pouvant aboutir à des images bruitées avec des zones sombres. Il existe également des modèles en

traitement d’image permettant d’injecter des bruits à divers degré dans une image numérique.

La figure 4.31 met en évidence une image bruitée créée avec GIMP1 : en 4.31a l’image originale

et en 4.31b, l’image bruitée.

(a) (b) bruit hurl

FIGURE 4.31 – Image bruitée

La figure 4.32 montre également des images floues en 4.32a et en4.32b.

(a) (b)

FIGURE 4.32 – Images floues en 4.32a et en 4.32b(source : Google image)

1. GIMP signifie GNU Image Manipulation Program est un programme de traitement d’images sous Ubuntu
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Contours d’une image

L’analyse d’une image peut permettre de mettre en evidence des contours. Divers filtres tels que

Sobel, Laplace, Canny ont été développés pour détecter des contours grâce à des masques. Ces filtres

sont implantés dans les logiciels de traitements d’images.

La figure 4.33 montre un exemple d’extraction de contours parl’application des filtres de Laplace

et de Sobel avec GIMP image Editor : en 4.33a nous avons une image initiale, en 4.33b les contours

extraits avec le masque de Laplace, en 4.33c les contours extraits avec le masque de Sobel.

(a) (b) Contours de Laplace

(c) Contours de Sobel

FIGURE 4.33 – Contours extraits
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